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Вступ
Теорія електромаґнетних кіл посідає одне з основних місць у  теоретичній

електротехніці як вченні про електромаґнетизм і його практичне використання.
Серед загальноосвітніх дисциплін для електротехнічних спеціальностей теоретич-
ній електротехніці належить особлива роль. Відтоді, як людина частково
підкорила електромаґнетизм і поставила його собі на службу, започатковано
другу технічну революцію – найзнаменнішу віху в історії науково-технічного
поступу. Відтак виникає теоретична електротехніка як невтомний рушій цієї ре-
волюції від початку до наших днів.

Теорія електромаґнетних кіл все частіше наповнює курси електротехнічних
спеціальностей у вищих навчальних закладах. Але, на жаль, навчально-методич-
ної літератури з цієї дисципліни практично не має. Це зумовлено двома голов-
ними причинами.

Перша з них полягає в тому, що теорія електромаґнетних кіл виникла порів-
няно недавно й інтенсивно розвивається. Її рушієм став стрімкий розвиток за-
собів комп'ютерної техніки. Автор є одним з тих, хто ініціював розвиток цієї
теорії і присвятив їй значний науковий доробок.

Друга – зумовлена традиційними проґрамами курсів теоретичної електро-
техніки, орієнтованими на аналітичні методи аналізу, які в цьому випадку є ціл-
ком непридатні.

Щоб внести ясність про що йдеться, розкриємо суть поняття електромаґ-
нетного кола, бо вона ще не кожному зрозуміла, адже домінують поки що
поняття електричних і маґнетних кіл. Характерною ознакою електричного кола
є те, що до основних невідомих тут належать електричні напруги й електричні
струми. І перші, і другі величини є інтеґральними характеристиками електрич-
ного поля. Звідси пішла назва електричних кіл. Характерною ознакою маґнетного
кола є те, що до основних невідомих тут належать маґнетні напруги й маґнетні
потоки. І перші, і другі величини є інтеґральними характеристиками маґнетного
поля. Звідси пішла назва маґнетних кіл. В електромаґнетних колах до невідомих
належать одночасно характеристиками електричного й маґнетного поля.
Електротехнічні пристрої в переважній більшості  – це  електромаґнетні кола.
Оскільки феромаґнетні матеріали проявляють значні нелінійні властивості, то
електромаґнетні кола за всіма своїми параметрами належать до нелінійних. Тому
в розділі, що стосуються теорії лінійних кіл, маґнетні й електромаґнетні кола
навіть не згадуватимуться.

 Розрізняють дві основні задачі теорії кіл – аналізу та синтезу. Перша значно
простіша за другу. Задача аналізу пов’язана з дослідженням заданого електро-
технічного об’єкта. Вона, в свою чергу, розпадається на чотири підзадачі – дослі-
дження перехідних процесів, дослідження усталених процесів, визначення статич-
ної стійкости і, нарешті, розрахунку параметричної чутливости. Кожна з цих під-
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задач у процесі вивчення матеріалу буде конкретизована і розв’язана. Задача
синтезу протилежна до задачі аналізу. Тут, навпаки, задані характеристики еле-
ктротехнічного об’єкта, треба синтезувати сам об’єкт, що задовольняв би цим
характеристикам. У найпростішому випадку задача синтезу зводиться до бага-
торазового аналізу під час пошуку оптимального розв’язку. Тому в нашому конс-
пективному курсі розглядатиметься лише задача аналізу. Із задачею синтезу читач
зустрінеться при вивченні спеціальних електротехнічних дисциплін.

Півторастарічний розвиток теорії кіл можна умовно поділити на два пері-
оди – до- і післякомп’ютерний.

У докомп’ютерний період розвивалися, головним чином, методи лінійних
кіл з широким використанням різноманітного математичного апарата, який
забезпечував у кожному окремому випадку оптимальні шляхи одержання ана-
літичних розв’язків. Все це зумовило велике розмаїття методів теорії кіл, які
принципово різняться між собою. Це стосується в першу чергу розрахунку пере-
хідних і усталених процесів, статичної стійкости, параметричної чутливости.

Комп’ютер докорінно змінив ситуацію. З його появою на передній план ви-
суваються чисельні методи, які дають змогу розв’язувати складніші задачі, про
які раніше не можна було і мріяти. Одночасно поступово відмирають або сут-
тєво спрощуються громіздкі аналітичні методи, оскільки їм тепер відводиться
функція сервісного забезпечення числових методів, якими розв’язується задача
на завершальному етапі. Все це зумовило реальні умови інтенсивного розвитку
теорії нелінійних кіл.

Сучасні методи теорії нелінійних електричних, маґнетних і електромаґнетних
кіл будуються як єдині на загальних засадах теорії нелінійних диференціальних
рівнянь. На цій підставі побудовані також спільні алґоритми розрахунку перехід-
них й усталених процесів, статичної стійкости, параметричної чутливости.

Методи нелінійної електротехніки все настирливіше висуваються на ключові
позиції, і практично вже домінують, а навчальні проґрами залишилися на доко-
мп'ютерному рівні. Навчальна література, дотримуючись цих проґрам, теж не
готова до змін і значно відстає від сучасних наукових розробок. Як результат –
кафедри теоретичної електротехніки, як такі, що подають застарілі знання, що не
відповідають сучасним вимогам інженерної практики, зникають поголовно як
структурні одиниці в університетах цілого світу. Відповідні навчальні курси
розкрадають спеціальні кафедри, яким конче потрібні сучасні знання в цій
області. Але в такий спосіб проблему не розв’яжеш. Спеціальні кафедри в міру
своєї орієнтованости можуть подати предмет хочуть чи не хочуть вони цього,
лише однобоко. Теоретична електротехніка – фундаментальна дисципліна. Вона
завжди була рушієм технічного поступу. Ним вона повинна залишатися надалі.
А для цього навчальні курси треба докорінно оновити на підставі значних
здобутків у цій області знань. Бо ми зайшли в тупик. Студент, що прослухав
повний курс дисципліни, не здатний розв’язати ні одної практичної інженерної
задачі. Так, ні одної. Бо прослухав він насправді не дисципліну, а історію її роз-
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витку. Сучасний курс теоретичної електротехніки повинен бути орієнтованим на
числові методи і комп’ютерну симуляцію!

У даному конспективному курсі з об’єктивних причин також не ставиться
мета викласти основні досягнення сучасної теорії кіл, але ми підійдемо як зав-
годно близько до них і розставимо дороговкази, які допоможуть студенту в май-
бутньому зійти на вершину з найменшими затратами сил.

Наша мета – подати конспективно основні здобутки теорії електричних,
маґнетних і електромаґнетних кіл в поєднанні з їх фізичними основами. Як
свідчить практика, фахівець без знань фізичних основ електротехніки не
здатен творчо розвивати її і рано чи пізно потрапляє у безвихідь.

Матеріал подається  конспективно. Метод  викладання – індуктивний – від
простого до складного. Автор відмовився від схоластичного викладання матері-
алу, що домінує в навчально-методичній літературі. Усі теоретичні положення
суворо доведені, за винятком фундаментальних законів, пізнаних у процесі ек-
сперименту чи постульованих (відомості про ладунок, закон Кулона, закон Біо-
Савара, закон електромаґнетної індукції Фарадея, закон неперервности маґнет-
ного поля, постулат Максвелла, електромаґнетні константи).

У зв’язку з реформою вищої школи, розробкою нових проґрам з електро-
техніки слід наповнити цю дисципліну новим змістом, що відповідав би теперіш-
нім вимогам часу. Даний навчальний посібник саме спрямований на досягнен-
ня цієї мети.

Курс складається з трьох частин.
I.   Основні закони електромаґнетних явищ.
II.  Лінійні кола.
III. Нелінійні кола.
У першій частині подаються фізичні основи електротехніки. Це та важлива

база, з якої творчо постає матеріал решти двох основних частин. Тут проходимо
шлях від найпростішого – електричного ладунку тіла – до найскладнішого – фун-
даментальних законів електромаґнетизму. Водночас тут закладається основний
дидактичний лейтмотив курсу – нерозривна єдність методів лінійної та неліній-
ної електротехніки.

У другій частині подаються методи теорії лінійних електричних кіл.  Хоча
вихідні рівняння виводяться як рівняння нелінійного кола, а рівняння лінійного
розглядаються як окремий випадок першого. Це вже на перших порах закладає
психолоґічну базу розв'язання основної задачі нашого курсу. Значна увага тут
приділяється ідеї, що методи теорії кіл випливають як окремі випадки методів
теорії електромаґнетного поля, при допущеннях, які уможливлюють проінтеґ-
рувати основні рівняння поля. Арсенал методів теорії електричних кіл тут пода-
ється широкий, здатний аналізувати кола постійного струму, синусоїдального
струму, періодично-змінного струму, як в усталених, так і перехідних станах. Кола
розглядаються як утворені двополюсними, так і багатополюсними елементами,
зі скупченими та розподіленими параметрами.
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У третій частині розглядаються методи теорії нелінійних кіл, електричних,
маґнетних і, на кінець, електромаґнетних. Ці методи цілком орієнтовані на чи-
слові методи. Тут уперше в навчальній літературі викладена задача аналізу в
повній мірі. Уперше  подається нерозривна єдність усіх чотирьох підзадач ана-
лізу – розрахунок перехідних й усталених процесів, статичної стійкости й пара-
метричної чутливости.

Виходячи з загальної теорії диференцiальних рiвнянь, подається теорiя спіль-
них алґоритмiв, якi дають змогу на пiдставi ідентичного математичного апарата
здiйснювати у часовiй областi розрахунок перехiдних й усталених процесiв,
визначити статичну стiйкiсть, а також параметричну чутливiсть як взаємопов’-
язанi задачi аналiзу.

Щоб унезалежнити працю над книгою від потреби звертатися до матема-
тичної літератури, в усіх розділах подаються необхідні знання з числових методів.

Усі розділи супроводжуються прикладами і проілюстровані рисунками.
Курс теорії електромаґнетних кіл написано за матеріалами лекцій автора з

курсів теоретичної електротехніки та числових методів. Він містить той мініма-
льний запас знань, необхідний для сучасного розуміння стану теорії електричних
і електромаґнетних кіл. Хто не пошкодуює сил і часу й належним чином засвоїть
цей матеріал, той буде в змозі розв'язувати не тільки практичні інженерні задачі,
але й серйозні наукові. Відтак, пізнає ще одну із цікавих сторін нашого життя –
радість творчої праці!
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Частина I

ОСНОВНІ ЗАКОНИ ЕЛЕКТРОМАҐНЕТНИХ
ЯВИЩ
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1. ВЕКТОРНI ЕЛЕКТРОМАҐНЕТНI ВЕЛИЧИНИ
1.1. Електричний ладунок
Матеріальний світ побудовано з елементарних частинок, що мають елект-

ричний ладунок. Ці частинки знаходяться в неперервному русі. Вони входять до
складу атомів і молекул, але можуть перебувати й у вільному стані. Електричний
ладунок елементарних частинок є їх важливою фізичною властивістю поруч з ін-
шими фізичними властивостями (масою, енерґією, імпульсом тощо), притаман-
ними іншим формам руху матерії. Так, механічний рух можна охарактеризувати,
вдаючись до трьох основних величин –   маси, відстані та часу. Але для характе-
ристики електромаґнетних явищ цього недостатньо. Тут необхідно вдатися до
четвертої основної величини –   електричного ладунку.

Фундаментальна властивість ладунку полягає в тому, що він буває позитив-
ним і неґативним. Вступаючи у взаємодію, різнойменні ладунки притягуються,
однойменні відштовхуються. Причина двоїстості ладунку точно не відома. Су-
часна фізика пропонує розглядати позитивний і неґативний ладунки як проти-
лежний вияв однієї якості, подібно до того як просторова симетрія містить
поняття лівого й правого, а часова – два напрями бігу часу.

Розглянемо дві важливі властивості ладунку, що стосуються його кількості,
а отже, можливості його вимірювання.

Перша з них полягає у тому, що в ізольованій системі повний електричний
ладунок (сума позитивних і неґативних ладунків) залишається постійним. Під
ізольованою розумітимемо таку систему, через межі якої не може проникати
ніяка інша речовина. Світло може входити і виходити з системи, бо фотони не
мають ладунку, а якщо фотон з великою енерґією перестає існувати, то він по-
роджує електрично нейтральну пару –   електрон і позитрон з однаковими за зна-
ченням, але протилежними за знаком ладунками. До речі, наладовані частинки
можуть народжуватись лише парами, бо наш Всесвіт є абсолютно скомпенсо-
ваною системою позитивних і неґативних ладунків.

Закон збереження ладунку можна розглядати як постулат, або емпіричний
закон, підтверджений усіма без винятку дослідами. Відхилення від цього закону
є несумісними із сучасною теорією електромаґнетизму. Крім цього, повний
електричний ладунок ізольованої системи є релятивістськи інваріантним чис-
лом. Розміщені у різних інерційних системах координат спостерігачі, вимірюючи
ладунок, отримають одне і те саме значення, чого не можна сказати про простір,
масу, зусилля, час.

Згідно з перетвореннями Лоренца, простір, маса, зусилля, час зазнають змін
під час переходу від  однієї інерційної системи координат до іншої, а ладунок є
незмінним. Інакше в дослідах не можна було б спостерігати явище збереження
повного ладунку. Для прикладу нагріємо неналадований провідник. Оскільки
маси протонів й електронів різні, то і швидкостей вони набувають різних. І як-
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би ладунок залежав від швидкостей частинок, які його переносять, то ладуноки
протонів і електронів нагрітого провідника не скомпенсувалися б, і він
ладунокився б. Проте нічого подібного ніхто не спостерігав в експерименті.

Іншою важливою властивістю ладунку є його квантування. Доcлiди
пiдтверджують, що всi елементарні частинки мають однаковi ладунки.
Розглянемо для прикладу двi елементарнi частинки – протон й електрон. Мiж
ними iснує найбiльша можлива для елементарних частинок рiзниця,  але їх
ладуноки однакові за значенням i протилежнi за знаком. У цьому криється якась
незбагненна для нас таємниця природи. Саме ладунки протона й електрона є
тими найменшими значеннями ладунку, подальший поділ яких неможливий.

Ладунок тіла є алґебраїчною сумою всіх його елементарних ладунків. На
макрорівні дискретністю ладунку можна знехтувати, вважаючи, що його значен-
ня можуть змінюватися неперервно від нуля до допустимо великих.

Позначимо ладунок літерою q (вимірюється в кулонах (Кл)). Елементарний
ладунок електрона -1.602.10-19 Кл. На практиці доводиться користуватися й
похідними поняттями:

об’ємного ладунку, Кл/м3,

ρ  = dq /dV,          (1.1)

поверхневого ладунку, Кл/м2,

σ  = dq /dS,                                                    (1.2)

лінійного ладунку, Кл/м,

τ = dq / dl,                                                   (1.3)

де V – об’єм; S – площа; l – довжина.
Ладунки ρ, σ і τ будуть широко використовуватися в подальших викладах.

1.2. Закон Кулона
Ще стародавні греки спостерігали, що натертий шматочок бурштину міг

піднімати маленькі клаптики папірусу. Та минуло ще багато сотень років, доки
люди знайшли пояснення цьому дивному явищу і встановили кількісний закон,
що описує його. Не треба окремо оговорювати, що йдеться про силову взаємодію
двох наладованих тіл і закон Кулона, який лежить в її основі,

F r12
1 2

12
2 12= k

q q
r

,                                                 (1.4)

де q1, q2 – ладунки, що взаємодіють; r12 – відстань між ладуноками; r12 – орт, –
скерований від першого ладунку до другого; k  = 8,992.109 – константа; F12 – век-
тор сили.
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Таким чином, нерухомі електричні ладунки відштовхуються або притя-
гуються з силою, пропорційною добуткові значень ладунків, і обернено
пропорційною квадратові відстані між ними. При цьому припускаємо, що
обидва ладунки мають точні координати, займаючи області, малі порівняно з r12,
бо інакше r12 втрачає однозначність. Умова нерухомості ладунків необхідна в да-
ному випадку для виключення релятивістських ефектів, що виникають під час
руху і відомі під назвою маґнетних сил.

Закон Кулона взаємодії електричних ладуноків подібний до закону всесвіт-
нього тяжіння Ньютона

F r12
1 2

12
2 12= γ

mm

r
,                                                (1.5)

де m1, m2 – маси тіл, що взаємодіють; γ  = 6,672.10-11– константа.
Основним змістом обох законів є твердження про обернені залежності сили

від квадрата відстані. Та, незважаючи на зовнішню схожість обох законів, вони
приводять до разюче відмінних кількісних результатів, які є наслідком із співвід-
ношення k/γ =  1,35.1020. А те, що з силою тяжіння ми зустрічаємося повсякденно
і практично не відчуваємо електричних сил, є наслідком того, що неймовірно
великі електричні сили є збалансованими в окремих фізичних тілах. Але, якби
в тілі нашого  сусіда, який знаходиться на відстані витягнутої руки, електронів
виявилось на один відсоток більше ніж протонів, то зусилля взаємодії між нами
було б достатнім, щоб підняти нашу планету.

Реальним прикладом величезної електричної взаємодії є атомна бомба. Її
енерґія –   це енерґія відштовхування між протонами двох уламків ядра важкого
елемента. Протони ядра утримуються внутрішньоядерними силами, які більші
за електричні сили відштовхування, але це сили близькодії. Якщо в ядро важкого
елемента, яке містить багато протонів, потрапить повільний нейтрон, то він обу-
мовить віддалення окремих протонів на відстань, більшу за відстань близькодії
ядерних сил притягання. І тут безперешкодно починає діяти закон Кулона.

За сучасними відомостями діапазон відстаней дії закону Кулона почи-
нається від 10-16 м і більше. На менших відстанях застосування законів елект-
ромаґнетизму сумнівне. Забігаючи вперед, скажемо, що на підставі закону Ку-
лона та інваріантності ладуноку відносно перетворення координат може бути
побудована вся сучасна теорія електромаґнетизму. Але такий шлях є неви-
правдано складним. Простішим є той, що веде до поняття маґнетного поля.

1.3. Вектор напружености електричного поля
Розглянемо деякий розподіл фіксованих у просторі електричних ладунків

q1, q2, ..., qN. Якщо нас не цікавлять сили взаємодії цих ладуноків між собою, а
цікавлять взаємодії їх із деяким іншим електричним ладуноком q з відомими
координатами x, y, z, то цю силу можна обчислити згідно з (1.4):
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де  ri –   відстань від i-го ладуноку до точки x, y, z; ri –   просторовий орт.
Якщо винести за знак суми q, дістаємо

F = qE,                                                            (1.7)
де
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.                                       (1.8)

Векторну величину (1.8) називають вектором напруженості електричного
поля (вимірюється у вольт/метр (В/м)). Функцію E(x,y,z) можна обчислити в
довільній точці простору. Тому виникає питання: чи характеризує вона фізичну
субстанцію, яку називають електричним полем, чи є лише зручним коефіцієнтом,
який достатньо помножити на ладунок, щоб отримати значення сили. Тепер до-
тримуються першої думки, оскільки вектор електричного поля в довільній точці
простору дає можливість передбачити силу, яка діятиме на довільний ладунок
у цій точці, і ця сила здатна виконувати роботу.

Якщо в (1.7) прийняти  q = 1 Кл, то дістанемо F = E. Отже, вектор напру-
жености електричного поля за значенням дорівнює вектору сили електрич-
ного поля, з яким воно діє на одиничний позитивний ладунок.

Чимало зусиль витрачено на ґеометричну побудову картин полів, але всі
вони недосконалі й не відображають фізичної суті. Найправильнішою точкою
зору виявилась найабстрактніша – поля треба розглядати як математичні функції
координат і часу. Вченням про поле ми завдячуємо анґлійському фізикові
Фарадею. Саме так він розв’язав задачу силової далекодії ладунків.

Маґнетним полем Землі нас не здивуєш. Проте ми рідко замислюємося над
тим, що живемо між обкладинками велетенського конденсатора. Його від’ємний
електрод – Земля, а додатний – іоносфера. Атмосферний ґенератор потужністю
близько 700 МВт підтримує напругу між електродами 400 кВ. Напруженість
електричного поля біля поверхні Землі такого конденсатора – 100 В/м. Середньо-
добовий струм атмосфери (через недосконалість її ізоляційних властивостей) ста-
новить 1800 А, досягаючи мінімального значення о 4-й годині, а максимального
– о 19-й годині за ґрінвічським часом. Цього струму достатньо, щоб за півгодини
розладувати конденсатор і тим самим компенсувати весь неґативний ладунок
Землі. Але цього не відбувається, бо ґенератор із Землі в іоносферу
концентрованими пучками у вигляді блискавок посилає назустріч атмосферно-
му струму позитивний ладунок. На Землі одночасно відбувається  близько 2000
гроз. У кожній з них зосереджується енерґія, яка дорівнює енерґії водневої
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бомби. Щосекунди в землю вдаряє 100 розрядів блискавки. Якщо у нас хороша
погода, десь іде дощ, якщо у нас тріщать морози, десь стоїть нестерпна спека.
На жаль, ми не можемо скористатись енерґією атмосферного ґенератора, бо
набуваємо потенціалу Землі.

Усі наші попередні міркування стосувалися фізичного процесу в пустоті.
Поняття пустоти є відносним. В електротехніці під пустотою розуміють простір,
заповнений лише електромаґнетним полем. Реальне середовище зумовлює
певний вплив на інтенсивність електричного поля. Це явище було вперше помі-
чене ще Фарадеєм. Природно, що поле в реальному середовищі повинен харак-
теризувати інший вектор.

1.4. Вектор електричної індукції
Розглянемо особливості фізичного процесу в діелектричному середовищі.

Таке середовище містить власні електричні ладунки, але вони є зв’язаними і
утримуються внутрішньомолекулярними силами в певних положеннях. Якщо
внести діелектрик у зовнішнє електричне поле, то його наладовані частинки
зазнають силової дії, а звідси й переміщень. Якщо напруженість цього поля не
надто велика, то додатно й від’ємно наладовані частинки зовсім розійтися не
можуть, бо вони утримуються все тими ж внутрішньомолекулярними силами.
У багатьох діелектриків при відсутності зовнішнього електричного поля молеку-
ли електрично нейтральні і не створюють у зовнішньому відносно молекули
просторі електричного поля. Це означає, що центр дії усіх електронів молекули
збігається з центром дії усіх її протонів. Зовнішнє електричне поле зміщує ці
центри і перетворює молекулу на диполь. Диполем прийнято називати два рівних
за значенням і протилежних за знаком ладуноки +q  і -q, віддалених один від
одного на відстань l. Вектор ql називають електричним моментом диполя. Він
спрямований від -q до +q. Зовнішнє електричне поле перетворює усі молекули
в диполі й орієнтує ці диполі так, щоб їх моменти збігалися з напрямом Е. Ді-
електрик у такому стані називається поляризованим. Розглянута поляризація на-
зивається електронною, оскільки дипольний ефект тут утворюється за рахунок
деформації електронної оболонки. До діелектриків з електронною поляризацією
належить більшість ґазів (наприклад, водень, кисень, азот).

Існують діелектрики з полярними молекулами. Такі молекули мають
дипольний момент навіть при відсутності зовнішнього електричного поля (на-
приклад, хлористий водень, вода). Їх молекули містять додатний і від’ємний іо-
ни, зміщені у просторі на деяку відстань. Та, оскільки ці диполі розміщені хао-
тично, їх електричні поля взаємно компенсуються і діелектрик є електрично
нейтральним. Зовнішнє електричне поле намагається вишикувати диполі так,
щоб створити результуючий момент у певному напрямі. Якби в ґазі вишикува-
лись усі диполі, поляризація була б дуже великою, але цьому протидіє їх тепло-
вий рух. Тому реальна поляризація є невеликою. Таку поляризацію називають
орієнтаційною. Особливість поляризації полярних молекул –  залежність її від
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частоти зовнішнього поля. Оскільки молекули мають момент інерції, то важким
молекулам потрібен певний час, щоб повернутися у напрямі поля. Електронна
поляризація мало чутлива  до  частоти зовнішнього поля, бо інерція електронів
незначна.

Розглянемо тепер тверді діелектрики. У них буває постійна поляризація на-
віть при відсутності зовнішнього електричного поля. Наприклад, віск. Його мо-
лекули мають постійний дипольний момент. Якщо розтопити віск і помістити
в сильне електричне поле, то при затвердінні вишикувані диполі застигнуть у
такому положенні й забезпечать поляризацію діелектрика за відсутності
зовнішнього поля. Такий діелектрик називається електретом. Електрет має на
своїй поверхні поляризаційні ладуноки і є аналоґом постійного маґнету. Але ко-
ристі від нього мало, бо вільні ладунки повітря притягуються до його поверхні
та нейтралізують його.

Постійна внутрішня поляризація спостерігається і в деяких кристалах. У
таких кристалів кожна елементарна комірка решітки має постійний дипольний
момент. Усі диполі спрямовані в один бік навіть при відсутності зовнішнього
поля. Але і тут, подібно до електретів, поляризаційні ладуноки поверхні
нейтралізуються вільними ладуноками повітря. Проте, якщо внутрішні дипольні
моменти є змінними в часі, то зовнішнє поле може існувати, бо блукаючі ладунки
не встигають зібратися й нейтралізувати поляризаційний ладунок. Електричні
моменти можуть змінюватися й у разі теплового розширення. Такий ефект на-
зивають піроелектричним. Під час механічної дії на кристал електричний
момент також може змінюватися. Такий ефект називають п’єзоелектричним.

У кристалів, які не мають постійних моментів, може проявлятися електрон-
на поляризація атомів. У деяких іонних кристалів виникає іонна поляризація.
В електричному полі додатні іони тяжіють в один бік, від’ємні – в інший. Ре-
зультуюче зміщення ладунків викликає об’ємну поляризацію. До таких кристалів
належать кристали NaCl.

Особливими властивостями наділені фероелектрики: сеґнетова сіль (по-
двійна натрійкалієва сіль винної кислоти NaKC4H4O6.4H2O) і титанат барію
(BaTiO5). Висока поляризованість кристалів сегнетової солі спостерігається у
напрямі однієї з головних її кристалоґрафічних осей. Виявляється, що фероелек-
трики вище від деякої температури є звичайними діелектриками, а нижче від
цієї температури несподівано отримують постійний електричний момент. Для
сеґнетової солі така критична температура дорівнює +22.5 0С, для титанату
барію –  +118 0С.

Особливим властивостям фероелектрики завдячують наявності в їх тілі са-
мовільно поляризованих областей. Зовні ця поляризація не виявляється, бо ок-
ремі області поляризовані в протилежних напрямах. Зовнішнє електричне поле
орієнтує поляризацію цих областей у своєму напрямі. Причому орієнтація
здійснюється дуже малими стрибками, які відповідають зміні орієнтації окре-
мих областей. Завдяки переорієнтації областей фероелектрик поляризується. За
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критичної температури й вищої самовільна поляризація областей руйнується
тепловим рухом, і фероелектрик стає звичайним діелектриком.

Стосунок сумарного моменту всіх диполів діелектрика в об’ємі V до цього
об’єму при V→ 0 , називають вектором поляризації:

P
ql

=
→

∑
lim
V V0

.                                                     (1.9)

 У загальному випадку вектор поляризації є нелінійною функцією інтенсив-
ности електричного поля:

( ).=P P E                                                      (1.10)
Для більшости діелектриків характеристика (1.10) лінійна. Нелінійною вона

є у фероелектриків.
Діелектрики бувають ізотропні й анізотропні. Характеристики ізотропних

в усіх напрямах дії зовнішнього поля однакові. В анізотропних діелектриках ха-
рактеристики у напрямах окремих головних осей різні. Якщо вектор E не
спрямований по одній з цих осей, то вектор P не збігатиметься з вектором  E.

Iнтенсивність електричного поля в діелектриках визначається вектором
електричної індукції D (Кл/м2), що дорівнює сумі двох векторів: вектора e0E,
який характеризує поле в пустоті, і вектора поляризації P, який характеризує поле
зв’язаних ладуноків:

0 ( ),= ε +D E P E                                                 (1.11)
де e0= 8.85.10-12 Ф/м (фарад/метр) –   електрична константа.

Узагальнюючи (1.11), запишемо:
( ).=D D E .                                                (1.12)

Функція (1.12) – основна характеристика діелектрика. В ізотропному сере-
довищі вектори D і E колінеарні, що є наслідком колінеарності векторів E і P; в
анізотропному –   колінеарність векторів D і E порушується, оскільки неколі-
неарними є P і E. В ізотропному лінійному середовищі вираз (1.12)
спрощується:

,= εD E  (1.13)
де e – діелектрична проникність середовища, Ф/м.

Якщо відомі D й E, з (1.11) можна обчислити  P.

1.5. Нелінійні властивості фероелектриків
Розглянемо процес поляризації фероелектрика. Припустимо, що початко-

во речовина була неполяризована, тобто поле елементарних диполів у зовніш-
ньому просторі було відсутнє. При монотонному збільшенні напружености зов-
нішнього поля індукція зростає спочатку швидко (рис.1.1) за рахунок переорі-
єнтації самовільно поляризованих областей за напрямом поля. Електричні мо-



1 6

Рис. 1.1 Гістерезисні
петлі фероелектрика

менти цих областей посилюють поле. При великих значеннях індукції швидкість
її наростання сповільнюється. Діелектричний стан речовини наближається до на-
сичення. При цьому всі області самовільної поляризації виявляються поляризова-
ними за напрямом поля.

Припустимо, що напруженість електричного поля збільшувалася до деякого
значення Em в зоні насичення і відтак зменшується. Крива D = D(E) при змен-

шенні напруженості поля розташовується вище від по-
чаткової кривої поляризації. При зменшенні E до нуля
спостерігається залишкова поляризація Dr. Це говорить
про те, що області самовільної поляризації деякою мірою
зберегли впорядковану орієнтацію. Щоб індукція до-
рівнювала нулеві, напруженість електричного поля по-
винна набути від’ємного значення (-Ec), яке називають
коерцитивною силою. Якщо довести E до -Em, то індукція
досягне області насичення у протилежному напрямі.
Знову збільшивши E, можна повернутися в попередню
зону насичення. Але тепер крива D = D(E) розташовува-
тиметься нижче від початкової кривої поляризації.

Таким чином, при періодичній зміні напружености
електричного поля в межах -Em...+Emспостерігається яви-
ще діелектричного гістерезису – крива D = D(E) при збіль-
шенні напружености електричного поля не збігається з
відповідною кривою при зменшенні напружености  елек-

тричного поля. На рис.1.1 зображена сім’я симетричних гістерезисних петель,
отриманих за різних значень Em. Крива D = D(E), яка проходить через вершини
симетричних гістерезисних петель, називається основною кривою поляризації і
є цілком визначеною для даного фероелектрика. Враховуючи явище гістерезису,
бачимо, що значення електричної індукції при заданому значенні напруженос-
ти електричного поля залежить від історії процесу поляризації.

Площа петлі гістерезису EdD∫� у відповідному масштабі визначає питомі
втрати на діелектричний гістерезис. У титанату барію ці втрати є значними, що
ускладнює  застосування його за високих частот.

Потрібно розрізняти статичні та динамічні характеристики поляризації фе-
роелектрика. Статична характеристика відображає зв’язок незмінних у часі на-
пруженостей та індукцій електричного поля. Практично вона може бути отри-
мана вимірюванням значень D, відповідних певним значенням E, причому пере-
хід від одного значення E до іншого повинен відставати у часі, щоб значення D
встигло встановитися. Нове значення D внаслідок явища діелектричної в’язкости
встановлюється не одразу. При достатньо швидкій зміні напружености електрич-
ного поля діелектрична в’язкість зумовлює відмінність динамічної характерис-
тики D = D(E) від статичної. За достатньо повільної зміни напружености елект-
ричного поля динамічні характеристики практично збігаються зі статичними.
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1.6. Вектор маґнетної iндукції
Маґнетне поле, подібно до електричного, описує взаємодію наладованих

частинок. Маґнетне поле визначається силою, що діє на  рухомі ладунки. Як ви-
явилося, цяа сила єа пійною швидкості руху ладунку й залежить від його напряму.
Експериментально встановлена формула визначення сили маґнетного поля

( ),q= ×F v B                                                       (1.14)
де v  –   вектор швидкості; B  –   вектор маґнетної індукції, Тл (тесла, Тл = Вб/м2

(вебер/метр квадратний)).
Вектор B є основною характеристикою маґнетного поля. Він визначає його

інтенсивність у даній точці простору. Таким чином, якщо відомі значення і
напрям вектора B, то цим визначається прискорення, яке отримала б рухома
наладована частинка у цій просторово-часовій точці. Тільки з цієї причини і
припустима уява про поле як про об’єктивну субстанцію.

Вектор F перпендикулярний до векторів  B і v (рис. 1.2).
А сила, перпендикулярна до напряму руху, не може вико-
нувати роботу. Згідно  з  (1.14), модуль F = qvB sin(v^B). Як-
що тепер прийняти q  = 1 Кл, v = 1 м/с, v^B  = 90o, то F = B.
Отже, модуль вектора маґнетної індукції за значенням до-
рівнює модулю вектора  сили, з якою маґнетне поле діє на
одиничний позитивний ладунок, що рухається з одинич-
ною швидкістю, причому у такому напрямі, коли ця  сила
є  максимальною (sin(v^B) =  1).

Маґнетне поле – наш вічний супутник. Маґнетне поле
Землі біля її поверхні дорівнює приблизно 0.5.10-4 Тл. Поле

звичайного електромаґнету сягає 1...2 Тл, а надпровідного промислового елек-
тромаґнету – 6...8 Тл. У локальних областях на поверхні Сонця (сонячні плями)
маґнетне поле досягає сотих часток тесла. Відомо кілька зірок, маґнетні поля на
поверхні яких більші за 0.1 Тл. Безкраї маґнетні поля нашої Ґалактики мають
величину близько 10-9 Тл. Але, незважаючи на таке мізерне значення, воно
відіграє визначальну роль в її динаміці.

Ґеометричну побудову картини маґнетного поля виконати ще складніше
ніж електричного, оскільки в різних системах координат вона буде різною, а в
системі, що жорстко зв’язана з рухомим ладуноком, маґнетне поле взагалі від-
сутнє.

Природно, що при існуванні у даній системі координат одночасно
електричного і маґнетного полів, силу треба визначити як результат поєднання
(1.7) і (1.14):

( )).q= + ×F E v B                                               (1.15)
Цю силу часто називають силою Лоренца.

Рис. 1.2  До
орієнтації сили в
маґнетному полі
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Маґнетні сили значно менші від сил електричної взаємодії. Вони були б
порівняно непомітними, якби природа не створила двох видів ладуноку, здатних
компенсувати силу електростатичної дії в тілах. У внутрішньоядерних явищах, де
у взаємодії елементарних частинок діє сповна кулонівська сила, маґнетні ефекти
посідають друге місце після електричних взаємодій. Маґнетні сили слабкіші за
електричні саме на множник, що дорівнює квадратові відношення швидкости
руху частинки до швидкости світла (v2 /c2). Саме тому, що швидкість світла є
обмеженою, спостерігається маґнетна взаємодія, але якби вона була необме-
женою, то маґнетне поле не могло б існувати у принципі.

Як вже було сказано, маґнетне поле проявляється через силову взаємодію
на рухомі ладунки. Але встановлено, що ґенерують маґнетне поле також лише
рухомі ладунки. Статичні маґнетні маси не існують, на відміну від статичних
електричних мас, якими є ладуноки. Уявлення про єдність електрики та маґне-
тизму, що виникла після робіт Максвелла, наводила на думку, що будь-який
рухомий ладунок повинен створювати маґнетне поле. Але експериментально
підтвердити це було неймовірно важко. Уперше факт виникнення маґнетного
поля при русі електростатично наладованого листа був установлений в мину-
лому столітті Г. Роулендом. Маґнетне поле, що підлягало вимірюванню, дорів-
нювало приблизно 10-5 значення поля Землі, вимірювання таких слабких полів є
проблемою й для сучасних приладів. Так, за десять років до відкриття Герцем
електромаґнетних хвиль дослід Роуленда дав незалежне підтвердження теорії
електромаґнетного поля Максвелла.

Формула (1.14) не пов’язана із середовищем, в якому спостерігаємо маґнет-
не поле. Та цілком резонно, що реальне середовище повинно впливати на
інтенсивність маґнетного поля, тому що воно містить матеріальні частинки, які
мають електричний ладунок і перебувають у неперервному русі, а отже, й
ґенерують власне маґнетне поле. Тому вектор B дає змогу судити про
інтенсивність джерела маґнетного поля лише в пустоті, де відсутні рухомі
ладуноки. Щоб можна було судити про інтенсивність джерела в реальному сере-
довищі, необхідно ввести іншу характеристику маґнетного поля. Нею є вектор
напруженості маґнетного поля H.

1.7. Вектор напружености маґнетного поля
Усередині будь-якої речовини є рухомі ладуноки. Цей рух ми уявляємо як

рух електронів уздовж орбіт всередині атомів і як обертання електронів навколо
своїх осей. Якщо ці рухи орієнтовані хаотично, то при макроскопічному роз-
гляді явища наладовані частинки не створюють маґнетного поля. Однак якщо під
дією зовнішнього маґнетного поля з’являється деякою мірою узгоджена
орієнтація руху наладованих частинок, то вони створюють своє додаткове маґ-
нетне поле, яке деформує зовнішнє поле.

Є речовини, в яких рух елементарних частинок під дією зовнішнього поля
орієнтується так, що відбувається посилення поля. До них належать пара- та



1 9

феромаґнетики. Є інша ґрупа речовин, названих діамаґнетиками, в яких під дією
зовнішнього маґнетного поля орієнтований рух наладованих частинок послаб-
лює поле.

Намаґнечуваність речовини можна пояснити, виходячи з поняття
маґнетного моменту елементарної  частинки p0.

Нехай елементарна частинка масою m і ладуноком q рухається по круговій орбіті радіуса
(рис.1.3). Її маґнетний момент визначається добутком ладуноку на частоту обертання і на
площу круга, обмеженого даною орбітою. Оскільки частота дорівнює  швидкості, поділеній

на периметр 2pr, а площа дорівнює pr2, то p0 = qvr/2. Добуток j0 =
mvr визначає момент кількості руху. Тоді

0 0.
2
q
m

= ξp j                                     (1.16)

Вираз (1.16) за умови ξ = 1 описує зв’язок маґнетного моменту
елементарної частинки та її моменту кількости руху. Цей зв’язок не
залежить ні від швидкости, ні від радіуса. Обидва вектори – p0 і j0 –
орієнтовані перпендикулярно до площини орбіти і є паралельними
при q > 0, і антипаралельними при q < 0. Крім обертального момен-
ту кількости руху, елементарна частинка має ще момент кількости
руху, зумовлений ніби постійним обертанням її навколо власної осі.
Ця властивість називається спіном. Спін враховується, виходячи з
суто квантовомеханічних причин деяким числовим коефіцієнтом 

. Для електрона ξ = 2, для протона ξ = 2.2.79, для нейтрона ξ = 2.(−1.93).
Повний момент кількості руху і повний момент атома є деякою комбінацією

орбітальних і спінових моментів. Тут перемішуються вклади від спінів і орбіт. У резуль-
таті (1.16) набуває вигляду

0 0,
2
qg
m

=p j                                                   (1.17)

де g – множник, що характеризує стан атома.
Множник gq/(2m) часто називають ґіромаґнетним  співвідношенням. Вираз (1.17) є

справедливим також для еліптичних та інших орбіт. Завдяки своїй порівняно великій масі ядро
атома рухається настільки повільно, що маґнетними ефектами, пов’язаними з цим рухом,
можна знехтувати.

Атоми багатьох речовин не мають постійних маґнетних моментів. Спінові
й орбітальні моменти їх елементарних частинок взаємно скомпенсовані. Кусок
речовини при відсутності зовнішнього маґнетного поля містить обертові еле-
ктрони, в яких вектори моментів кількості руху і пов’язані з ними вектори
елементарних маґнетних моментів рівномірно розподілені за всіма напрямками
у просторі. Якщо виключити зовнішнє маґнетне поле, то всередині атома по ін-
дукції ґенеруються додаткові моменти кількості руху, а, отже, й маґнетні момен-
ти, які спрямовані так, щоб за правилом Ленца виникав опір зростаючому маґ-
нетному полю. Оскільки маґнетний момент усіх атомів спрямований супроти
маґнетного поля, то це і є механізм діамаґнетизму. Діамаґнетики відштовхуються
сильним маґнетним полем. До числа діамаґнетиків належать мідь, вісмут, вода,
кухонна сіль, кварц, практично всі орґанічні сполуки. Діамаґнетний ефект
завжди є незначним.

Рис.1.3  До
поняття маґнетного

моменту
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Є речовини, атоми яких мають постійний маґнетний момент. Він зумов-
лений шикуванням за напрямком маґнетного поля маґнетних моментів елемен-
тарних частинок подібно до постійних дипольних моментів діелектрика в елек-
тричному полі. Ці речовини одержали назву парамаґнетних. Наведений маґне-
тизм намагається посилити маґнетне поле. Парамаґнетизм є слабким, оскільки
шикуючі сили відносно малі порівняно з силами теплового руху, які намагають-
ся розорієнтувати атоми. Тому парамаґнетизм дуже чутливий до температури.
Ефект парамаґнетизму тим сильніший, чим нижча температура. Крім того,
парамаґнетний ефект дещо послаблюється завжди присутнім діамаґнетним. Ти-
повими парамаґнетиками є алюміній, натрій. Парамаґнетики, на відміну від діа-
маґнетиків, притягуються сильним маґнетним полем.

Парамаґнетизм знаходить цікаве застосування. За дуже низьких температур
у сильному маґнетному полі постійні маґнетні моменти шикуються у напрямі
поля. Якщо, наприклад, охолодити парамаґнетик рідким гелієм до 1...2°К у
сильному маґнетному полі, а потім теплоізолювати його і плавно зменшити ін-
тенсивність поля, то для обертання маґнетних моментів проти поля потрібна де-
яка робота, що повинна витрачатися на подолання поля. Цей процес відбирає
енерґію у теплового руху і понижує температуру до мільйонних часток ґрадуса
від абсолютного нуля.

Феромаґнетизм з давніх давен використовується на практиці. Намаґнечу-
ваність у феромаґнетиків набагато більша, ніж у парамаґнетиків. За досить си-
льних полів маґнетний момент, набутий феромаґнетиком, сягає деякого гранич-
ного значення. У постійних маґнетах спостерігається маґнетний момент навіть
при відсутності зовнішнього поля, причому він зберігає своє значення та напрям
і при накладанні зовнішніх полів, якщо вони не надто сильні. Поле постійного
маґнету є завжди, і дивно, що воно забезпечує орієнтацію своїх джерел само-
стійно. Постійні маґнети мають поля приблизно в кілька десятих тесла.

Цікавим є те, що феромаґнетик зовсім раптово втрачає свої феромаґнетні
властивості під час нагрівання до певної температури. За температури, вищої
від 770°С, чисте залізо поводить себе як парамаґнетик. При охолодженні до
температури, нижчої за 770°С, його феромаґнетні властивості негайно понов-
люються. Ця перехідна температура дістала назву точки Кюрі. Вона різна для
різних феромаґнетиків. Для чистого нікелю вона дорівнює 358°С.

Особливість феромаґнетних властивостей, які так різко відрізняють залізо при
температурі, нижчій за 770°С від заліза при температурі, вищій від 770°С, і від міді за будь-
якої температури, полягає у спонтанній орієнтації атомних моментів в одному напрямі.
“Спонтанна” означає, що при цьому зайве зовнішнє маґнетне поле. Не дивно, що висока
температура руйнує цей порядок. Визначальну роль у феромаґнетизмі відіграють спінові
моменти.

Що ж змушує спіни шикуватись і що утримує їх у такому стані? У феро-
електриках усі електричні диполі шикувалися в результаті дії атомів один на
одний своїми електричними полями. Можна уявити маґнетний аналоґ феро-
електрика, в якому усі атомні моменти діють один на одний, шикуючи самі себе.
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Але через те, що маґнетні сили набагато слабкіші за електричні, тепловий рух
повинен розладнати упорядкування вже при таких низьких температурах, як
10°К. Отже, за кімнатних температур будь-яке упорядкування маґнетних момен-
тів було б неможливим, але саме це й відбувається в залізі: там маґнетні
моменти все-таки шикуються. Між маґнетними моментами атомів заліза діють
сили, які в десять тисяч разів сильніші за пряму маґнетну дію. І саме вони ши-
кують маґнетні моменти у феромаґнетиках. Цей ефект може бути пояснений тіль-
ки за допомогою квантової механіки. Наведене нами пояснення діа- і па-
рамаґнетизму має також якісний характер. Насправді ж маґнетні ефекти – це яви-
ща цілком квантово-механічні.

Виявляється, що спінам сусідніх атомів заліза вигідніше, з енерґетичної
точки зору, розташовуватися паралельно. Якщо початковий стан був
невпорядкованим, наприклад, якщо залізо охолоджене нижче за точку Кюрі при
відсутності зовнішнього поля, то вибір одного з можливих напрямів у кристалі
–   справа випадку. Чисте залізо побудоване з об’ємно-центрованих кубічних кри-
сталів. Кожен атом має вісім найближчих сусідів. Сама симетрія оточення впли-
ває на фізичний стан атома. У залізі осями найлегшої намаґнечуваності є осі
куба. Це означає, що спіни прагнуть розташуватися в одному й тому самому нап-
рямі, але при цьому віддають перевагу одному з шести. Орієнтованим спінам
нелегко змінити даний напрям на  еквівалентний, під прямим кутом. Для цього
спінам довелося б пройти через ряд гірших напрямів. Саме ця перешкода за-
безпечує існування постійних маґнетів.

Якщо всі диполі вишикувані однаково, чому ж будь-який шматок заліза не
є сильним маґнетом? Ненамаґнечений шматок заліза складається з великої кіль-
кости доменів, у кожному з яких усі спіни орієнтовані однаково, але напрям їх
орієнтації відрізняється від напрямів спінів у сусідніх доменах, тому
макроскопічного маґнетного поля не виходить. Навіть в одиничному кристалі
є маґнетні домени. Домени можна побачити під мікроскопом. Маґнетний домен
містить більйони елементарних маґнетних моментів. Поділ речовини на доме-
ни вимагає меншої енерґії, ніж розташування зі спінами, орієнтованими в
одному напрямі, як це спостерігається у постійних маґнетах. У зовнішньому маґ-
нетному полі домени упорядковано розташовуються і значно його посилюють.

Крім заліза  до  феромаґнетиків  належать  нікель, а також спеціальні феро-
маґнетні матеріали, так звані маґнетодіелектрики та ферити. Маґнетодіелектрики
складаються з основи (порошко-феромаґнетного матеріалу) і зв’язуючої (ізолю-
ючої) речовини. Ферити –   керамічні матеріали. Їх виготовляють із суміші
твердих оксидів заліза з твердими окисами інших металів (нікелю, цинку).
Подрібнені й перемішані оксиди пресують, а потім запікають при температурі
800...1000°С. Змінюючи склад, розмір зерен, тривалість і температуру запікання,
можна отримувати ферити з різними властивостями.

Сумарний момент усіх маґнетних моментів p маґнетика в об’ємі V, сто-
совно до цього об’єму при V→0,  називають намаґнеченістю речовини М (А/



2 2

м)

0
lim .
V V→
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pM (1.18)

У загальному випадку вектор намаґнеченості є нелінійною функцією інтен-
сивности маґнетного поля:

M = M(B).                                                   (1.19)
Для діа- і парамаґнетиків характеристика (1.19) є лінійною. Але, якщо бути

строгим, то за дуже низьких температур і досить сильних полів можна
спостерігати, що індукований параметричний момент в міру збільшення нап-
руженості поля наближається до граничного значення.  Віддалік від цієї зони
насичення співвідношення між моментом і прикладеним полем є майже
лінійним. Суттєво нелінійною характеристика (1.19) є у феромаґнетиків.

Маґнетики бувають ізотропні й анізотропні. Характеристики ізотропних
маґнетиків у всіх напрямах дії поля однакові. В анізотропних у напрямах
окремих головних осей вони різні. Якщо вектор B не збігається з однією з осей,
то вектори  M і B  не збігаються за напрямом.

Сума двох векторів –   вектора n0B, який характеризує поле в пустоті, і век-
тора намаґнеченості M, який характеризує поле елементарних маґнетних мо-
ментів середовища –   утворюють вектор напруженості маґнетного поля Н, А/м
(ампер/метр)

0 .= ν −H B M(B)                (1.20)
де ν0 = 0.796.106 м/Гн (метр/Генрі) –   маґнетна константа.

Саме вектор Н дає можливість судити про інтенсивність джерела маґ-
нетного поля.

Узагальнюючи (1.20), отримаємо

Н = Н(В).                                                    (1.21)

Функція (1.21) –   основна характеристика маґнетика. В ізотропному сере-
довищі вектори Н і В колінеарні, в анізотропному –   неколінеарні.

В ізотропному лінійному середовищі вираз (1.21) спрощується:

,= νH B                                                    (1.22)

де 1/ν = µ  –  релуктивність (обернена маґнетна проникність) середовища, м/Гн,
µ – маґнетна проникність.

За відомими B і H, згідно з (1.20), можна обчислити M.

1.8. Нелінійні властивостiі феромаґнетикiів
На рис.1.4 зображена крива намаґнечування м’якого заліза. За своїм харак-

тером вона збігається з кривою поляризації фероелектрика (див. рис.1.1). Можна
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побудувати також сім’ю симетричних гістерезисних петель, отриманих за різних
значень Hm. Крива B = B(H), що проходить через вершини гістерезисних петель,
називається основною кривою намаґнечування і є визначеною для даного фе-
ромаґнетику. Точки перетину кривої з осями координат дають значення залиш-
кової індукції Br і коерцитивної сили Hc.

Заглянемо в суть фізичних явищ, що зумовлюють характер кривої B =
B(H), й  дамо більш-менш якісну їх інтерпретацію.

Феромаґнетизм є наслідком внутрішніх утворень у речовині, за яких дося-
гається мінімум енерґії. Якщо допустити, що все залізо є монокристалом, намаґ-
неченим в одному напрямі, то при цьому виник-
ло б значне зовнішнє маґнетне поле, яке містило б
у собі величезну енерґію. Можна зменшити цю
енерґію, якщо розмістити атоми так, щоб одна
частинка кристала була намаґнечена в один бік, а
друга –   у протилежний. При цьому поле поза
залізом займатиме менший об’єм і матиме менше
енерґії. Але феромаґнетизм виникає там, де енер-
ґія зменшується коли спіни паралельні, а не анти-
паралельні. Отже, на межі виникає деяка додаткова
енерґія, яку називають енерґією стінки. Область,
що має тільки один напрям намаґнечуваності, є
доменом. На поверхні між двома доменами, намаґ-
неченими у протилежних напрямах, зосереджена
енерґія. Розщеплення кристала на домени відбуватиметься доти, доки енерґія,
що необхідна для становлення ще однієї додаткової стінки, не зрівняється зі
зменшенням енерґії маґнетного поля ззовні кристала.

У шматку заліза в слабких маґнетних полях з початком намаґнечування
доменна стінка починає рухатись і поглинає області, намаґнечені протилежно
полю. В міру збільшення поля весь кристал поступово перетворюється на один
великий домен, орієнтацію якого забезпечує зовнішнє поле. У сильному полі
кристали намаґнечуються в один бік саме тому, що їхня енерґія в прикладеному
полі зменшується. Енерґія, необхідна для намаґнечування кристала, залежить
від напряму намаґнечуючого поля до кристалічної осі. Намаґнетити залізо у
напрямі, паралельному кристалічній осі, відносно легко (в іншому напрямі –
енерґії треба більше). Якщо у такому напрямку прикласти поле, то спочатку
спостерігається ріст доменів, намаґнечених в одному з пріоритетних напрямів,
близьких до напряму поля, і лише за більших полів загальна намаґнечуваність
поступово повертається за полем.

Звичайний шматок заліза є полікристалічним матеріалом. У кожному його
кристалі міститься кілька доменів. У слабкому маґнетному полі доменні бар’єри
починають змішуватися і домени, напрям намаґнечуваності яких збігається з на-
прямом легкого намаґнечування, зростають все більше й більше. Доки поле

Рис.1.4 Середня крива
намаґнечування заліза
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залишається малим, це зростання є оборотним: якщо вимкнути поле, намаґ-
нечуваність зникне. Цей відтинок кривої намаґнечування позначений 0a.

Для більших полів в області ab все ускладнюється. У кожному маленькому
кристалі зустрічаються напруження і дислокації, там є домішки, дефекти тощо.
Стінки доменів під час руху наштовхуються на ці перешкоди і затримуються,
доки поле не досягне певного значення, а тоді раптово зриваються. Отже, рух
доменної стінки не є плавним, як в ідеальному кристалі, він стрибкоподібний.
Але найголовніше, що стрибки намаґнечування викликають втрати енерґії. Ко-
ли стінка домена проскакує перешкоду, вона швидко рухається. Швидкий рух
спричинює швидку зміну маґнетного поля, яке викликає у кристалі вихровий
рух вільних ладуноків, що пов’язаний з витратою енерґії на нагрівання. Витрату
енерґії зумовлює також зміна ґеометричних розмірів кристала під час
намаґнечування. Цей ефект називається маґнетострикцією. Звукові хвилі, що
виникають при цьому, також забирають енерґію. Через втрату енерґії ця частина
кривої намаґнечування необоротна. У цьому й полягає причина гістерезису.

Процес намаґнечування у середній частині кривої є стрибкоподібним. У
міру збільшення маґнетного поля доменні стінки стрибають, погойдуються,
цокотять. Це явище називається ефектом Баркгаузена. Якщо зразок заліза обмо-
тати багатьма витками і вивести сиґнал через підсилювач на гучномовець, то цей
цокіт можна почути.

У разі достатньо сильних полів, коли всі доменні стінки зсунуті й намаґнеченість
кожного кристала спрямована за найближчою до поля віссю легкого намаґнечування,
залишаються деякі кристали, в яких вісь легкого намаґнечування не збігається із зовнішнім
полем. Щоб повернути ці маґнетні моменти, потрібне ще збільшення поля. Тому в сильних
полях в області bc намаґнеченість зростає повільно і плавно. Намаґнеченість не зразу ся-
гає насичення, оскільки відбувається дооберт атомних моментів у сильному полі.

Отже, крива намаґнечування полікристалічного металу має типовий вигляд
(рис.1.4). Спочатку вона зростає і це зростання оборотне, потім зростає швидко,
але вже необоротно, а потім повільно загинається. В області глибоких насичень
зростання вектора M припиняється і зростання поля Н відбувається лише за
рахунок доданка ν0В в (1.20). У постійних маґнетах, навпаки, вектор M є дже-
релом поля вектора Н.

Маґнетні властивості заліза значною мірою визначаються різними доміш-
ками і технолоґією його виготовлення, бо від цього залежить рухливість домен-
них стінок. В електротехнічних пристроях, які працюють в умовах змінних ма-
ґнетних полів, залізо не застосовують, тому що воно має порівняно велику елект-
ропровідність і витрати на вихровий рух вільних ладуноків є значними. Тут
застосовують електротехнічні сталі. У таких сталях основною домішкою є крем-
ній. В електромашинобудуванні застосовують сталі з домішками кремнію в околі
1.7...4%. Для виготовлення високочастотних трансформаторів використовують
особливий сплав (70% Ni, 30% Fe), який називається пермалоєм. У пермалої
анізотропні властивості зведені до мінімуму, бо пріоритетні осі намаґнечування
обох металів спрямовані під різними кутами, і в результаті змішування сплав
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втрачає пріоритетний напрям. За щасливою випадковістю константи маґнето-
стрикції заліза й нікелю мають протилежні знаки. Пермалой не можна деформу-
вати за межі пружності, бо в результаті дислокації утруднюється рух стінок і
докорінно змінюються його маґнетні властивості, відновити які можна лише
нагріванням до високої температури.

Якщо треба виготовити постійний маґнет, то треба знайти матеріал, домени
якого найміцніше зафіксовані на місці. Тільки у такому випадку можна забезпе-
чити надзвичайно широку петлю гістерезису. Одним з таких матеріалів є сплав
альніко-5 (51% Fe, 8% Al, 14% Ni, 24 % Co, 3 % Cu). У процесі виготовлення
матеріал охолоджують у сильному маґнетному полі, забезпечуючи таким
чином правильну орієнтацію кристала. Петля гістерезису альніко-5 у 500 разів
ширша від петлі гістерезису м’якого заліза, при цьому Br = 1,25 Т, Hc = 49,3.103

А/м. Ще ширшу петлю гістерезису, але дещо меншу залишкову індукцію має аль-
ніко-9: Br = 1,045 Т, Hc = 123,4.103  А/м.

Останнім часом розроблені та широко застосовуються постійні маґнети з
матеріалів, що отримані на основі рідкісноземельних металів і кобальту, а також
неодин-залізо-бору. Ці матеріали виготовляються за технолоґією порошкової
металурґії й мають надвисокі значення питомої маґнетної енерґії. Так, матеріал
КСП-37 (SmCo5, легований
празеодимом) має харак-
теристики: Br = 0,9 Т, Hc =
600.103 А/м.

Для виготовлення
осердь високочастотних
маґнетних пристроїв вико-
ристовують маґнетодіе-
лектрики та ферити. По-
рівняно з маґнетодіелект-
риками у феритів більша
маґнетна проникність і
менші втрати. Маґній-
цинкові ферити мають ма-
йже прямокутну петлю гістерезису. Прямокутних петель гістерезису набувають
також нікель-цинкові ферити в результаті механічного стискання, що пов’язано
з проявленням у них ефекту, оберненого до маґнетострикції. Намаґнеченість
насичення у феритів не така велика, як у заліза, тому їх доцільно застосовувати
в слабких маґнетних полях. Але їх основна перевага в тому, що вони є ізолято-
рами й вихрові рухи наладованих частинок в них мізерні. Тому ферити знаходять
застосування у швидкодіючих комп’ютерах, пристроях імпульсної техніки, мікро-
хвильових системах. Мікрохвильові поля проникають у середину таких непровід-
них металів, тоді як у провідні – ні.

Оскільки ферити є ізоляторами, то в них виявляють такі явища, які в інших

Рис. 1.5. Криві намаґнечування сталі, альніко-5,
маґній-цикового фериту
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феромаґнетиках є прихованими внаслідок екрануючої дії вихрових рухомих
ладуноків. Ці явища пов’язані з так званим феромаґнетним резонансом. Завдяки
тому, що спіни електронів, згідно з (1.16) мають кутовий момент кількості руху,
у зовнішньому полі вони можуть здійснювати прецесійні рухи. Маґнетний
момент електрона поводить себе у постійному маґнетному полі так, як звичай-
на дзиґа чи ґіроскоп у ґравітаційному полі: на обох діє момент сили, який
викликає зміну моменту кількості руху. Прецесія ускладнює зв’язки M = M(H) і
B = B(H), надаючи їм тензорного характеру. Правда, цей зв’язок стає відчутним
тільки на високих частотах.

На рис. 1.5 зіставлено криві намаґнечування сталі, альніко-5, маґній-цин-
кового фериту.

Вектори D, E, P і B, H, M дають вичерпну інформацію про електричне й
маґнетне поля у довільній часово-просторовій точці. Але на практиці цього
недостатньо. Щоб судити про будь-який об’єкт чи явище, треба мати ще його ін-
теґральну характеристику, яка дає цілісне уявлення. Інтеґральні характеристики
електромаґнетного поля розглядатимуться в наступних параґрафах.

1.9. Контрольні запитання
1. Природа позитивно й неґативно наладованих тіл. Чому порівняно малі

ґравітаційні взаємодії фізичних тіл відчуваються в повсякденному житті, а
надзвичайно великі ні?

2. Особливості силової взаємодії електричних і маґнетних полів. Як виявити
їх наявність у просторі за цією взаємодією?

3. Яким чином діелектрик впливає на зовнішеє електричне поле? Чим
пояснюються нелінійні власьтвостіфероелектриків?

4. Фізична природа діа-, пара- й феромаґнетизму. Чому феромаґнетики
виявляють нелінійні властивості?
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2. IНТЕҐРАЛЬНI ЕЛЕКТРОМАҐНЕТНІ ВЕЛИЧИНИ

2.1. Електрична напруга. Електрорушіiйна сила
Електрична  напруга  є енерґетичною  характеристикою електромаґнетного

поля. Оскільки поле виявляє силову дію F на ладунокжені тіла, то воно може
виконувати роботу

A d
l

= ∫F l
 ,                                                    (2.1)

де l  траєкторія; dl орт, дотичний до траєкторії у даній точці і спрямований в
напрямі її проходження.

Підстановкою (1.15) у (2.1) отримуємо

A q d
l

= + ×∫ ( )E v B l
 ,                                       (2.2)

Оскільки вектор v×B спрямований під прямим кутом до dl, то вираз (2.2)
спрощується:

A q d

l

= ∫E l
 .                                                    (2.3)

Таким чином, робота виконується лише силою електричного поля.
Криволінійний інтеґрал (2.3) називають електричною напругою U, В (вольт),

U d
l

= ∫E l
 .                                                   (2.4)

Якщо в (2.3) прийняти q = +1 Кл,  то  U = A. Отже, напруга за значенням до-
рівнює роботі, що виконує електромаґнетне поле при перенесенні одиничного
позитивного ладуноку вздовж заданої траєкторії. Напруга, як і робота, є ве-
личиною скалярною, але може набувати додатного або від’ємного значення за-
лежно від напряму проходження траєкторії dl. Це пов’язано із скалярним добут-
ком векторів E і dl. Зміна напрямів проходження траєкторії зумовлює зміну
знаку напруги. Тому для однозначності необхідно попередньо позначити напрям
проходження траєкторії, вздовж якої визначатиметься напруга. Найпростіше це
зробити, вказуючи початкову або кінцеву точки траєкторії за допомогою стріл-
ки. У літературі можна зустріти обидва позначення. Ми дотримуватимемося по-
значення, за якого стрілка скеровуватиметься у початкову точку (рис.2.1), тобто
у напрямі, протилежному до переміщення позитивного ладуноку. Для поз-
начення додатного напряму напруги використовують також  подвійні індекси:
перший відповідає вихідній точці траєкторії, другий – кінцевій (рис. 2.1). Існують
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інші способи позначення додатного напряму напруги. Усі вони рівноцінні, хіба
що менш зручні.

Знаючи напругу, що діє вздовж заданої траєкторії, згідно з (2.3), (2.4) можна
знайти роботу, яку виконано силами електричного поля при переміщенні
ладуноку q вздовж цієї траєкторії:

A = qU.                                                     (2.5)
За формулою (2.5) знаходимо роботу за умови, що ладунок переміщується

у напрямі, що збігається з напрямом траєкторії. Якщо робота при цьому додатна,
то вона виконується за рахунок енерґії поля. У разі
від’ємної роботи вона виконується проти сил поля
за рахунок зовнішніх джерел енерґії.

Стосовно потенціальних полів правомірно
користуватися поняттям потенціалу. До потенці-
альних належать поля, робота яких не залежить від
траєкторії, а лише від розміщення початкової та кі-
нцевої точок, які обмежують її. Потенціальними
є ґравітаційні поля поблизу великих мас (поле
Землі), незмінні в часі електричні поля тощо.

Електричний потенціал ϕ точки A чисельно
дорівнює роботі, виконуваній силами поля при

переміщенні одиничного позитивного ладуноку з даної точки за межі поля.
Подібно до (2.4) маємо

ϕA
A

d=
∞

∫E l,                                                       (2.6)

де ϕА  електричний потенціал точки А, В (вольт).
Аналоґічно можна записати потенціал точки B.
Різниця потенціалів двох точок чисельно дорівнює напрузі між ними.

Дійсно

ϕ ϕA B
A B A

B

A

B

ABd d d d d U− = − = + = =
∞ ∞ ∞

∞

∫ ∫ ∫ ∫ ∫E l E l E l E l E l .   (2.7)

Формула (2.7) отримана  за  умови, що в безмежності потенціал не є розрив-
ною функцією. Нерідко цю формулу використовують для визначення напруги,
що неправильно, оскільки область її застосування обмежена потенціальними
електричними полями.

Електрорушійна (електромотивна) сила (ЕРС) це величина, що кількісно
характеризує здатність джерела виробляти електричну енерґію за рахунок
інших видів енерґії (хемічної, теплової, механічної тощо). Її визначають від-
ношенням кількости виробленої в джерелі енерґії при проходженні в ньому

Рис. 2.1. До визначення
напрямку напруги
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електричного позитивного ладунку до значення цього ладунку:
e = W/q.                                                           (2.8)

ЕРС, незважаючи на її скалярний характер, надають певного напряму,
погоджуючи його з напрямом переміщення позитивного ладунку, під час якого
виробляється електрична енерґія. Вважають, що ЕРС в електрохемічному
джерелі спрямована від неґативного до позитивного електродів. У випадку змін-
ного в часі напряму ЕРС приймають один з двох можливих напрямів за додатний,
приписуючи самій ЕРС додатні чи від’ємні значення залежно від того, чи її дій-
сний напрям у даний час збігається з додатним напрямом, чи протилежний до
нього. Знак ЕРС одержується з (2.8), якщо ладунок того чи іншого знаку пере-
міщувати в додатному напрямі, а електричній енерґії W приписувати додатне
значення, якщо вона при цьому переміщенні виробляється, і від’ємне, якщо вона
споживається.

Розмірність ЕРС,  як це видно з (2.5), (2.8), така сама, як і напруги. ЕРС
також можна записати аналоґічно напрузі:

= ∫ s
l

e dE l  (2.9)

де Es  вектор напруженості стороннього електричного поля (не електричного
походження), але еквівалентного електричному полю за енерґетичними показ-
никами. Наприклад, в електрохемічному джерелі Es обумовлене силами осмо-
тичного тиску, що протидіють позитивним іонам металу, які прагнуть вийти з
електрода в електроліт.

Стороння ЕРС відображає механізм перенесення ладунків у напрямі, про-
тилежному до напряму, в якому їх намагається рухати електричне поле. Харак-
терно, що стороння ЕРС цілком локалізована в джерелі енерґії.

2.2. Електричний струм
Струм є інтеґральною характеристикою явища, яке в загальному випадку

має дві форми: переміщення вільних електричних ладуноків і зміна в часі
електричного поля. Диференціальним мірилом явища є вектор густини струму

δδδδ = ρv +∂D/∂t,                                                (2.10)
де ρ  густина вільного електричного ладуноку в розглядуваній точці; v  вектор
швидкості переміщення ладуноку.

Перша складова вектора густини струму
δδδδB = ρv                                                      (2.11)

обумовлена переміщенням вільних електричних ладуноків; друга складова
δδδδЗ = ∂D/∂t                                                 (2.12)

обумовлена зміною електричного поля в часі. Одиниця вимірювання δ – А/м2

(ампер/метр кв.).
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Розглянемо складову (2.11). Існує багато способів привести ладунок у рух,
у тому числі й механічний. Так, в електростатичному ґенераторі Ван-де-Ґраафа
перенесення ладуноку здійснюється завдяки рухові ладунокженої проґумова-
ної стрічки, а ладунокжені крапельки дощу при падінні створюють помітну
частку атмосферного струму Землі. Рух нейтрального тіла пов’язаний з перене-
сенням велетенського ладуноку (близько 105 Кл на 1 г речовини). Та струму при
цьому немає, тому що рухається однакова кількість позитивних і неґативних еле-
ментарних частинок з однаковою середньою швидкістю. Ми розглядатимемо
звичніший спосіб, коли рух ладуноків викликають сили електричного поля. Ос-
кільки цей рух відбувається в реальному середовищі, то воно певним чином
впливає на нього, а звідси й на явище струму в цілому.

Найближчим за характером до механічного перенесення ладунку є рух елек-
тронів в електронно-вакуумних приладах під дією напружености електричного
поля. Розглянемо стаціонарний розподіл струму в плоскому діоді. Один з елек-
тродів  катод, покритий матеріалом, який при нагріванні щедро
емітує електрони. Другий електрод  звичайна металева пласти-
на. Підведемо до електродів постійну напругу U так, щоб анод
мав додатний потенціал відносно катода. Ця напруга, згідно з
(2.4), породжує рівномірне електричне поле E, спрямоване в
напрямі катода. Позначивши відстань між пластинами літерою
d і проінтеґрувавши (2.4), отримаємо: E = U/d. Електрони з га-
рячого катода вилітають з мізерними швидкостями, але елект-
ричне поле згідно з (1.7) силою F = -eE (e  – ладунок електро-
на) прискорює їх у напрямі додатного анода. Рух електронів
обумовлює струм між анодом і катодом. Локальна густина ла-
дунку ρ = -ne, де n – локальна густина електронів. Отже, згід-
но з (2.11), локальна густина струму δ δ δ δ = ρv. Можна прийняти,
що у плоскопаралельному діоді  E, F, v, δδδδ мають тільки x-і ком-
поненти (рис.2.2). У стаціонарному потоці електронів, які рухаються у напрямі
осі x, кожну проміжну площину між катодом і анодом повинна перетинати од-
накова кількість електронів за 1 с, а це означає, що ρv = const. Але швидкість не
є постійною, вона змінюється з x, оскільки електрони прискорюються полем, а
звідси й ρ не є постійним. Дійсно, густина неґативних ладуноків велика біля ка-
тода і мала біля анода. Оскільки швидкість v залежить від значення  інтенсивності
електричного поля  E,  то  природно, що  δB =δB(E).

Дещо інший процес спостерігається в  ґазах. Ґаз  це середовище, що містить
однакову кількість носіїв неґативного й позитивного ладуноків. Ними є іони.
Якщо прикласти постійне в часі однорідне електричне поле E, то на кожний іон,
згідно з (1.7), діятиме постійна в часі сила F = qE, що надаватиме йому прис-
кореного руху. Густина струму визначатиметься середніми швидкостями іонів.

Вже першими експериментами у сфері електричного струму було встанов-
лено, що густина струму в будь-який точці простору пропорційна значенню

Рис. 2.2. До
фізичної суті

вектора δδδδB
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електричного поля:
δδδδB = γE,                                           (2.13)

де γ  електропровідність, См/м (Сіменс/ метр). Величину ρ, Ом.м (ом.метр), обер-
нену до γ, називають питомим опором. Формула (2.13)  відома під назвою за-
кону Ома в диференціальній формі.

Вираз (2.13) вказує на те, що в постійному електричному полі вектор гус-
тини струму є також постійним, а це згідно з (2.11) означає, що швидкість v по-
винна бути постійною. Таким чином, ми дійшли протиріччя: постійність густини
струму зумовлює постійність швидкості, а постійність сили зумовлює постій-
ність прискорення. Отже, рух носіїв ладуноку не є вільним: він зазнає сили тертя,
ця сила зумовлена сутичкою носіїв ладунку між собою та з іншими частинками
середовища.

Якщо б було відсутнє зовнішнє поле, атоми та іони рухалися б у довільних
напрямах зі швидкостями, зумовленими температурою. Припустимо, що в даний
момент часу іон рухається у певному напрямі зі швидкістю v. Він рухається за
прямою до зіткнення з перешкодою. Нам не треба вникати в механізм зіткнень.
Головне тут те, що існує деякий інтервал часу t, характерний для даного стану,
після якого кореляція  між початковим та кінцевим напрямами швидкості іона
значною мірою буде втрачена. Цей час залежить від іона і від природи навколишніх
іонів і молекул, і буде тим меншим, чим частіше відбуватимуться зіткнення.

Якщо прикласти зовнішнє поле, то іон після зіткнення під його дією посту-
пово отримує додатковий імпульс, який складається векторно з його попереднім
імпульсом. Імпульс, отриманий від поля,  це завжди вектор з одним і тим самим
напрямом. Але в дійсності він втрачається у кожному зіткненні, оскільки після
цього рух довільний і не залежить від попереднього напряму. Якщо поле не дуже
велике, середній час між зіткненнями не залежить від поля E, бо набутий від
нього імпульс практично мало змінює швидкість іонів. Якщо підрахувати
середній імпульс усіх додатних і від’ємних іонів, то отримаємо, що середня
швидкість носія ладунку пропорційна прикладеній до нього силі. Створюється
враження, що середовище чинить опір рухові з силою, пропорційною швидкості.
Таке гальмування називається в’язким. Завдяки йому і задовольняється закон
Ома. Константа пропорційності між δδδδ і E, яка  визначає провідність середовища
γ, є пропорційною кількості носіїв ладуноку і характеристичному часу t втрати
кореляції напрямів. Провідність ґазів пов’язана з малим систематичним дрей-
фом, який накладається на хаотичний рух носіїв ладунку. Швидкості хаотичного
руху незрівнянно більші за упорядкований дрейф.

Найкращими з усіх провідників є метали. Їх висока провідність обумовлена
вільними електронами, які не зв’язані з певними атомами і можуть вільно пере-
міщатися по кристалічній решітці, утвореній додатними іонами. Струм провід-
ности є систематичним дрейфом електронів під дією зовнішнього поля, який
накладається на їх більш швидкий тепловий рух. Згідно з кінетичною теорією те-
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плова швидкість електрона за кімнатної температури дорівнює приблизно 105м/
с. Рухливість електрона істотно залежить від характеристичного часу t, протягом
якого він рухається без помітного відхилення всередині кристалічної решітки. Са-
ме впродовж цього часу електрон отримує спрямований імпульс від прикла-
деного електричного поля. За реальний час  t  електрон пробігає більше десяти
сталих решітки. Отже, кристалічна решітка є прозорою для електрона, незважа-
ючи на те, що в компактній решітці іони майже дотикаються один до одного, а
підйоми та спади потенціалу вздовж шляху всередині решітки набагато пере-
вищують енерґію електрона за кімнатної температури. Така поведінка електро-
на в металах ставила доквантову фізику перед незбагненним парадоксом, поки
не були відкриті хвильові властивості електрона.

Iдеальну кристалічну решітку можна розглядати як деяку пружну систему.
Якщо розмістити біля певного атома електрон, то він створить деяку нере-
ґулярність, яка почне поширюватись як хвиля по пружинах. Виникає деяка кар-
тина зміщень, що поширюється по кристалі, як хвиля із заданою фіксованою
частотою. В ідеальних кристалах і провідність ідеальна. Це означає, що електро-
ни можуть плинути через кристал, як у вакуумі, без тертя. Такі умови майже пов-
ністю виконуються у випадку надпровідності, що виявлено в певних металів (Sn,
Al і ін.) за температур, близьких до абсолютного нуля. Якщо в такому провіднику
створити струм, то він без затрати зовнішньої енерґії протікатиме в надпровід-
нику безмежно довго. Найважливішою причиною, що здатна зупинити вічний
рух електрона, є недосконалість кристала  нереґулярність в ньому. Хвиля, нат-
рапивши в кристалі на нереґулярність, зазнає зміни. Одна її частина поширю-
ватиметься далі, друга  відбиватиметься. Відбиту частину можна назвати роз-
сіяною хвилею, пов’язаною з віддачею електронами їх енерґії іонам, тобто ви-
діленням теплоти. Цей процес і проявляється як опір провідника. Розсіяння або
відхилення електрона решіткою робить швидкість пропорційною полю і при-
мушує густину струму підпорядковуватися закону Ома (2.13).

Для всіх чистих металів і багатьох їх сплавів електропровідність γ за не-
змінних фізичних умов є постійною і в широких межах не залежить від напру-
жености поля. Сплави металів мають нереґулярнішу структуру іонної решітки
і їх електропровідність менша, ніж у чистих металів.

Електропровідність металів суттєво залежить від температури. У чистих
металах підвищення температури посилює тепловий рух іонів, збільшує
нереґулярність решітки. Це зменшує час t вільного пробігу електрона і призво-
дить до зменшення електропровідності. У сплавів вплив  іонної решітки на вільні
електрони складніший і в деяких випадках електропровідність з підвищенням
температури в певних межах зростає. Наприклад, манганін (85%Cu, 12% Mn,
3%Ni) має мінімальну електропровідність при 350С. У чистих металах в межах
173...3000С електропровідність обернено пропорційна абсолютній температурі.
Наближаючись до абсолютного нуля, електропровідність міді сягає деякого
постійного значення. Алюміній при T = 1,10К і олово при  T = 3,70К стають
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надпровідними.
У межах t  t0 = 150...2000С електропровідність можна обчислити за форму-

лою
γ = γ0/(1 + α (t - t0)),                                           (2.14)

де γ0  значення γ при t0; a  температурний коефіцієнт. Значення γ0 при  t0= 200С і
a наведені в довідковій літературі. Так, для міді γ0 = 0.58.108См/м, α = 0.00427
1/0С; для алюмінію γ0 = 0.353.108 См/м, α = 0.00423 1/0C; для вольфраму γ0 =
0.184.108См/м, α = 0.0045 1/0C; для ніхрому (80% Ni, 20% Cr) γ0 = 0.97.106 См/
м, α = 0.000111/0C.

Вольфрам має високу температуру плавлення. Він застосовується для виго-
товлення ниток ламп розжарення, а також катодів електронно-вакуумних при-
ладів. Ніхром має високу термічну стійкість. Він застосовується в електрона-
грівальних приладах. У разі температур, що мають місце в електронагрівальних
приладах (до 30000C), в (2.14) треба додати ще один член ряду Тейлора:

γ  = γ0 /(1+α0(t - t0) + 0.5β(t - t0)
2),                              (2.15)

де β поправковий температурний коефіціент, що значно менший за α. Наприк-
лад, для вольфраму β = 0.7.10-6 1/0С2.

Під час плавлення металів їхня електропровідність зменшується, а темпера-
турний коефіцієнт збільшується.

У деяких металів електропровідність залежить від освітлення. Так, при
збільшенні освітлення вона збільшується в селену. Це явище використовується
у фотореле. Електропровідність залежить (правда, незначно) від маґнетного
поля. У феромаґнетиків вона зменшується,  коли поле збігається за напрямом
зі струмом, і збільшується, коли напрям поля перпендикулярний до струму. Знач-
ніший вплив маґнетного поля на діамаґнетні речовини, електропровідність яких
при цьому зменшується, особливо у вісмуту.

Реальнi дiелектрики також мають незначну електропровiднiсть. У деякої
ґрупи дiелектрикiв провiднiсть, як i в металiв, обумовлена вiльними електро-
нами, що вирванi пiд впливом тих чи iнших зовнiшнiх чинників (у тому числi й
достатньо сильним електричним полем) з молекул речовини. Але у бiльшостi
дiелектрикiв спостерігається електролiтична дисоцiацiя, яка зумовлює виник-
нення вiльних iонів. Дiелектрики є хоч i поганими, але лiнiйними провiдника-
ми. Процес провiдностi в дiелектриках ускладнюється тим, що навiть незначнi
струми провiдностi видiляють теплоту, яка через малу теплопровiдність дiелек-
трика не встигає відводитися назовні і нагріває його. При достатньо сильних
полях нагрівання приводить до підвищення електропровідності, а звідси й під-
силення струму провідності. Нарешті температура зростає настільки, що діе-
лектрик плавиться чи хемічно руйнується. Це явище дістало назву теплового
пробою діелектрика, а відповідно напруженість електричного поля  пробивної
напруженості, або електричної міцності діелектрика.

Між провідниками та діелектриками існує неперервна ґрадація речовин,
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які мають провідність набагато більшу, ніж у діелектриків (в 1012-1013разів), але
набагато меншу, ніж у провідників (106-1010разів). Вони об’єднані під назвою
напівпровідники. Серед напівпровідників для практики особливий інтерес
становить ґрупа анізотропних речовин, для яких характерно, що їх електропро-
відність залежить від напряму поля. На межі дотику деяких провідників до напів-
провідників утворюється так званий запірний шар, що відносно вільно пропус-
кає електрони в одному напрямі і в багато разів гірше (у 10-50 разів) у про-
тилежному. Такі шари використовуються в перетворювальній техніці.

Рідини за електропровідністю бувають діелектричні (трансформаторна оли-
ва), провідні (електроліти) і напівпровідні (вода, спирти). Їх електропровідність
відповідно дорівнює 10-11; 10; 10-4См/м.

Електроліти є провідниками з іонною провідністю. Додатні іони рухаються
за напрямом поля, від’ємні  проти поля. Цей рух і зумовлює струм. Електропро-
відність електролітів істотно залежить від концентрації їх водних розчинів.
Зростання температури збільшує ступінь дисоціації, але зменшує рухливість
іонів. Внаслідок цього електропровідність електролітів із збільшенням темпе-
ратури зростає. Закон Ома (2.13) в електролітах задовольняється в достатньо
широких межах зміни густини струму.

Другу складову густини струму (2.12) запишемо, враховуючи (1.11):

0
( ) .з t t

∂ ∂
δ = ε +

∂ ∂
E P E                                              (2.16)

Перший доданок відображає явище струму зміщення в пустоті. Він до нині
не має фізичного трактування. Щодо другого доданка, то він обумовлений рухом
зв’язаних ладуноків діелектрика. Кількісно він виражається зміною в часі
вектора поляризації P.

Струм, на відміну від вектора густини струму, який характеризує явище
струму в окремих точках простору, є усередненою характеристикою цього
явища на деякій поверхні S. Визначають його як потік вектора  густини стру-
му крізь цю поверхню:

,
S

i d= ∫δ S                                                     (2.17)

де dS  вектор елементарної площини цієї поверхні.
Вектор dS необхідно орієнтувати в напрямі так званої додатної нормалі по-

верхні в розглядуваній точці (рис.2.3). Насамперед треба домовитись, яку з двох
нормалей вважати додатною, інакше визначення струму не буде однозначним.
Легко переконатися, що за формулою (2.17) при зміні орієнтації додатної нор-
малі струм змінює знак на протилежний. Найчастіше орієнтація додатної нор-
малі позначається стрілкою так званого додатного напряму струму. Прийнято
вважати, що струм протікає в напрямі, вказаному цією стрілкою, якщо  значення
струму, обчислене за (2.17), є додатним. При від’ємному значенні струму
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вважається, що він протікає в напрямі, протилежному до додатного. Якщо роз-
глядати струм у проводі, то визначений таким способом напрям струму збі-
гатиметься з напрямом орієнтованого руху позитивних ладунків і буде

протилежним до напряму орієнтованого руху неґа-
тивних ладуноків.

У провідному середовищі визначення струму за
(2.11) тотожне визначенню струму як кількості
електрики, що проходить за одиницю часу крізь дану
поверхню:

i = dq/dt.                                (2.18)
Дійсно,

,n
n

S S S

dli d v dS dS
dt

= ρ = ρ = ρ∫ ∫ ∫v S

де vn  складова вектора швидкості ладуноку в напрямі нормалі; dln  складова
вектора елементарної траєкторії ладунку в напрямі нормалі.

Одиниця вимірювання струму  А (ампер).

Коли врахувати, що n
S

dl dS qρ =∫  визначає ладунок, який за час dt пройшов

крізь поверхню S, одержимо залежність (2.18).

2.3. Нелінійнi властивості провідникiв
Як видно з попереднього параґрафа, більшість провідників є лінійними.

Зв’язок вектора густини струму з напруженістю електричного поля у такому ви-
падку виражається законом Ома (2.13). У нелінійних провідниках зв’язок
указаних векторів є складнішим і в загальному випадку його не можна подати в
аналітичному вигляді. Він встановлюється, як правило, експериментально, а
потім подається у вигляді апроксимаційного виразу :

δ δ δ δ = δδδδ(E).                                                          (2.19)

Нелінійні властивості виявляють усі електронно-вакуумні пристрої. Звер-
немося ще раз до плоского діода, як найпростішого з них. Навіть у випадку, коли
напруженість електричного поля дорівнює нулеві, діод проводить деякий струм.
Він створюється тими електронами термоемісії, кінетична енерґія яких достат-
ня, щоб досягти анода. Зі збільшенням напруженості електричного поля густина
струму зростає майже лінійно,  тому що все більша кількість електронів під дією
поля переноситься до анода. Але поступово в міру збільшення значення поля,
починає даватися взнаки насичення і крива δ = δ(E) загинається в бік осі абсцис.
Типову характеристику діода показано на рис. 2.4. Її кривизна на початку осей

Рис.2.3. До поняття
явища струму
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координат значною мірою зумовлена об’ємним ладуноком електронної хмари,
що обволікає катод. Цей ладунок при незначній напруженості поля створює по-
тенціальний бар’єр на шляху електронів, що намагається повернути їх назад до
катода. Якщо потенціал анода від’ємний, струм дорівнює нулю, бо анод немо-
же випромінювати електрони. Діод пропускає струм тільки в одному напрямі.
В обмеженому діапазоні густина струму діода пропорційна напруженості елек-
тричного поля в степені 3/2,  а не в першому, як вимагає закон Ома.

Контакт між двома напівпровідниками чи між напівпровідником і металом
може мати також односторонню нелінійну провідність, як і вакуумний діод. В

електроніці без подібних нелінійних пристроїв
неможливо обійтись. Якби всі провідники підпо-
рядковувалися закону Ома, електроніка перестала
б існувати.

У великих полях нелінійні властивості виявля-
ють також ґази. Це настає тоді, коли поле E
настільки велике, що додаткова швидкість, якої на-
буває електрон між співударами, співмірна з
середньою швидкістю теплового руху. Там, де
довжина вільного пробігу дуже велика, напри-
клад в іонізованих ґазах при низькому тискові,

навіть у слабких полів може спостерігатися помітне відхилення від закону Ома.
Дуже сильні поля можуть спричинювати радикальніші зміни, наприклад зміну
кількості носіїв ладуноку. Саме це має місце в електричній іскрі. Наявні носії
ладуноку отримують від поля стільки енерґії, що здатні руйнувати при зіткненні
інші атоми, іонізуючи їх. В електролітах лінійну залежність між густиною струму
та напруженістю електричного поля може порушувати поляризація. Крім цьо-
го, в процесі електролізу в контактах електродів з електролітом можуть виника-
ти ґальванічні ЕРС, а в самому електроліті через різну концентрацію іонів у
різних його областях  концентраційні ЕРС.

Більшість металів та їх сплавів належать до лінійних провідників, але нерідко
доводиться мати справу з провідниками, провідність яких залежить від густини
струму. Навіть провідники, які за незмінних умов є лінійними, у певному
випадку можуть стати нелінійними через значну залежність від фізичних умов,
перш за все від температури та густини струму. Металічні провідники стають
нелінійними, коли теплота, що виділяється у провіднику під час протікання
струму, відводиться від провідника повільніше, ніж вона виділяється. Таке
спостерігається в нитках розжарювання, в масивних котушках електричних
машин й апаратів. Нелінійні провідники такого типу називаються умовно
нелінійними. Залежність електропровідності від температури умовно нелінійних
провідників обчислюється за (2.14), (2.15).

Деякі провідники можуть мати суттєво нелінійну характеристику, зокрема
тирит  матеріал, отримуваний термічною обробкою спресованої суміші глини

Рис.2.4. Характеристика
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та карборунду з невеликою домішкою ґрафіту. З високою точністю густина стру-
му тириту пропорційна напруженості електричного поля в степені 3,5. Такі влас-
тивості тириту використовуються при захисті від перенапруг.

2.4. Маґнетна напруга. Маґнеторушійна сила
Якщо електрична напруга  це величина, що має певний фізичний зміст, то

маґнетна напруга V позбавлена його. Маґнетна напруга  суто розрахункова
величина, що характеризує маґнетне поле вздовж певної траєкторії і
пов’язана з його напруженістю:

.
l

V d= ∫ H l                                                     (2.20)

Щоб однозначно визначити маґнетну напругу, треба задати орієнтацію про-
ходження траєкторії. Це можна зробити так, як при визначенні електричної на-
пруги,  стрілкою, скерованою у вихідну точку траєкторії.
Напрям, протилежний цій стрілці, вважатимемо додат-
ним напрямом маґнетної напруги, та дійсним напря-
мом цієї напруги за умови, що її значення, обчислене
за (2. 20),  додатне; у противному разі вважатимемо, що
дійсний напрям маґнетної напруги протилежний до її
додатного напряму.

Маґнеторушійна (маґнетомотивна) сила (МРС)  це
величина, що стосується певного контуру. Прирівню-
ють її до повного струму (струму вільних ладуноків і
cтруму зміщення), що проходить крізь будь-яку поверх-
ню, обмежену цим контуром. При цьому додатний на-
прям струму і МРС пов’язують за правилом правого
гвинта (рис. 2.5). Інколи МРС приписують котушці. У такому випадку під МРС
розуміють величину, що чисельно дорівнює ампервиткам котушки:

,F wi=  (2.21)

де F  МРС; w  число витків котушки; i  струм котушки.
Oдиниці вимірювання МРС і маґнетної напруги однакові й тотожні з оди-

ницею струму, А (ампер).

2.5. Маґнетний потік
Маґнетний потік Ф – це величина, що стосується певної поверхні S.

Визначається він як потік вектора маґнетної індукції крізь цю поверхню:

,
S

dΦ = ∫ B S (2.22)

де dS  вектор елементарної площини поверхні S,  зорієнтований у напрямі

Рис.2.5. До напрямку
маґнеторушійної сили
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додатної нормалі. Одиниця вимірювання потоку  Вб (вебер, або вольт.секунда).
Однозначне визначення маґнетного потоку пов’язане з додатним напрямом

нормалі поверхні у розглядуваній її точці. Найчастіше для цього позначають до-
датний напрям маґнетного потоку (рис. 2.6). Вектори елементарних площинок
dS орієнтують згідно з прийнятим додатним напрямом маґнетного потоку. Іноді
поняття маґнетного потоку стосується деякого замкненого контуру. Під маґнет-
ним потоком контуру розуміють маґнетний потік довільної поверхні, що
обмежена цим контуром. Довільність у виборі такої поверхні зумовлена тим, що
маґнетні потоки всіх поверхонь, обмежених одним і тим самим контуром, при
однаковій орієнтації їх додатних напрямів відносно прийнятого обходу контуру

рівні між собою.
Інколи користуються терміном  "маґнетний потік

маґнетопроводу". У такому випадку йдеться про маґ-
нетний потік поперечного перерізу маґнетопроводу.
При цьому маґнетним потоком крізь бокові поверхні
маґнетопроводу нехтують. За таких умов потоки різ-
них поперечних перерізів будуть однаковими. Тому
переріз можна і не конкретизувати.

Розглядаючи маґнетний потік поверхні чи замкне-
ного контуру, часто говорять про напрям цього пото-
ку відносно поверхні. Вважатимемо, що напрям маґ-
нетного потоку збігається з додатним напрямом цього
потоку, якщо значення потоку, обчислене за (2.22), до-

датне; в протилежному разі вважатимемо, що дійсний напрям маґнетного
потоку протилежний до його додатного напряму.

Досі ми дали визначення основних величин (векторних та інтеґральних), що
характеризують електричне й маґнетне поля в реальному середовищі. Далі
розглянемо основні закони електромаґнетних явищ. До цього ми ознайомилися
лише з одним із них  законом Кулона.

2.6. Контрольні запитання
1. Фізична суть понять напруги й ЕРС. Чим вони різняться й що спільного

між ними?
2. Чому скалярні величини струм і напругу на схемах треба позначати

стрілками? Що означають ці стрілки?
3. Чим обумовлений струм провідности й зміщення?
4. Природа нелінійних властивостей провідників. Пояснити вплив темпе-

ратури на  на електропровідність провідників.
5. Основна відмінність маґнетної напруги від електричної. Чи можна засто-

совувати поняття МРС до розімкненого контура?

Рис. 2.6. До поняття
явища маґнетного

потоку
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3. ОСНОВНI ЗАКОНИ

3.1. Постулат Максвелла
З електричним ладунком нерозривно зв'язане електричне поле. Кількісно

цей зв'язок виражається постулатом Максвелла, за яким вільний ладунок,
розташований в об'ємі V, що обмежений замкненою поверхнею S, чисельно до-
рівнює потоку вектора електричної індукції D, що проходить крізь цю по-
верхню:

,
S V

d dV QD S= ρ =∫ ∫�                                            (3.1)

де ρ – об'ємний ладунок (див. (1.1)). Вектор dS – зорієнтований в напрямі
зовнішньої нормалі.

Приклад. Дано кулю радіусом R, рівномірно наладовану позитивним ла-
дунком Q (рис.3.1).Знайти залежність
вектора електричної індукції від радіуса.

Скеруємо вектор D за радіусом на-
зовні. Враховуючи просторову симет-
рію, вектор dS буде скерований у цьому
ж напрямі. Це дає змогу в підінтеґраль-
ному виразі (3.1) замінити скалярний до-
буток двох векторів звичайним добутком
їх модулів.

Поверхню інтеґрування виберемо
також у вигляді поверхні концентричної кулі, яка проходить всередині даної кулі
0 ≤ ri  ≤R, де ri – поточний радіус. Знайдемо об'ємний ладунок кулі ρ = 3Q/4πR3.
Елементи площі й об'єму відповідно: dS = r2sinβdαdβ, dV = 4πr2dr, де α,  β –  ку-
тові координати. У результаті цього формула (3.1)  набуває  вигляду

Dr d d
Q

R
r dr

r
2

00

2

3
2

0
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4
4sin β α β

π
π
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π
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α π

==

=

∫∫ ∫=
.                     (3.2)

На поверхні інтеґрування, виходячи з просторової симетрії, D = const.
За такої умови в результаті інтеґрування (3.2), отримуємо залежність D(r) всере-
дині кулі:

3 .
4

QD r
R

=
π

                                                 (3.3)

Тепер поверхню інтеґрування також виберемо у вигляді аналоґічної кулі,
але за умови, що re > R. Знову запишемо вираз (3.3), але оскільки за межами кулі

Рис.3.1. Розподіл D рівномірно
зарядженої кулі
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r = 0, то область інтеґрування у правій частині можна обмежити від 0 до R.
Інтеґруючи (3.3) за таких умов, отримаємо залежність  D(r) зовні кулі

D
Q

r
=

4 2π
.                                                     (3.4)

Крива D(r) у межах 0 ≤ r ≤ ∝ показана на рис.3.1. Як бачимо, вектор
електричної індукції сягає максимального значення на поверхні кулі, а потім
спадає обернено пропорційно квадрату радіуса.

3.2. Закон повного струму
Експериментальною основою закону повного  струму став відкритий у 1820

р. закон Біо-Савара.  Цей закон установлює кількісний зв'язок між  струмом і
породженим ним маґнетним полем. Він стверджує: якщо в замкненому конту-
рі протікає струм i, то напруженість маґнетного поля H  в будь-якій точці
простору

H
l r

=
×∫i d

r
l

4
0

2π
,                                              (3.5)

де dl  – вектор довжини елемента провідника, напрям якого збігається з
додатним напрямом струму; r0  – орт, спрямований від даного елемента
провідника в точку спостереження; r  відстань між відрізком провідника і точкою
спостереження. Інтеґрування повинно бути здійснене за замкненим контуром.

Закон повного струму виражає ті ж дослідні результати, що і закон Біо-
Савара, лише у формі, зручнішій для практики. Він говорить: лінійний інтеґрал
від напружености маґнетного поля вздовж замкненого контуру дорівнює
повному струму, який протікає крізь будь-яку поверхню, обмежену цим кон-
туром:

,
l S

d dH l δ S=∫ ∫�                                                (3.6)

де H – вектор напруженості маґнетного поля; δδδδ – вектор густини струму; l –
довжина контуру; S – площа поверхні.

Законові повного струму належить виняткова роль у теорії електромаґне-
тизму. Саме через цей закон ми приходимо до одного з основних рівнянь теорії
електромаґнетного поля – першого рівняння Максвелла. Область практичного
застосування закону повного струму також надзвичайно велика.

Оскільки напрям обходу контуру dl, а також додатний напрям елемента по-
верхні dS вибираються заздалегідь довільно, то формула (3.6) втрачає однознач-
ність зв'язку лівої та правої частин. Щоб уникнути цього, необхідно накласти до-
даткову умову на просторову орієнтацію векторів dl і dS. Вважають, що фор-
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мула (3.6) справедлива лише тоді, коли ці вектори  пов'язані за правилом правого
ґвинта (рис.3.2). У противному разі між прирівненими виразами треба поставити
знак мінус.

Приклад. Знайти залежність напружености маґнетного поля від радіуса без-
межно довгого круглого проводу радіуса R
при протіканні по ньому постійного в часі
струму I (рис.3.3).

Процес розглядається у будь-якій площи-
ні, перепендикулярній до осі провідника. У
решті паралельних їй картина поля буде така
сама. Такі поля називаються плоскопаралель-
ними.

Спрямуємо вектор δδδδ за віссю провідника
від себе. Вектор dl – за правилом правого
ґвинта буде орієнтованим за годинниковою
стрілкою по дотичній до кола з центром, що

збігається з центром провідника.
Враховуючи просторову симетрію,
вектор δδδδ збігається з dS, а H – з dl. Це
дає змогу в (3.5) скалярні добутки
векторів у підінтеґральних виразах за-
мінити звичайними добутками їх
модулів.

Траєкторію інтеґрування вибе-
ремо за замкненим концентричним
до перерізу проводу колом, яке спер-
шу проходить всередині провідника 0≤ ri ≤R, де ri – поточний радіус. Знайдемо
густину струму: δ = I/πR2. Елементи траєкторії і площі відповідно: dl = rdα, dS
= 2πrdr, де α – кут повороту радіуса. У результаті цього вираз (3.6) набуває
вигляду

Hr d
I
R

r dr
r

α
π

π
π

0

2

2
0

2∫ ∫=  .         (3.7)

Уздовж траєкторії інтеґрування, виходячи з просторової симетрії, H = const.
Інтеґруючи ліву та праву частини (3.7), отримаємо залежність H(r) всередині
проводу:

H
I

R
r=

2 2π
 .                                                     (3.8)

Тепер траєкторію інтеґрування виберемо за аналоґічним колом, але з r ≥
R. Знову запишемо вираз (1.51), але, оскільки за межами проводу δ = 0, то межі

Рис. 3.3. Розподіл Н рівномірно
заструмленого круглого проводу

Рис.3.2. До закону повного
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інтеґрування у правій частині приймаємо від 0 до R. Інтеґруючи (3.7) за таких
умов, отримаємо залежність H(r) зовні проводу:

H
I

r
=

2π
.                                                        (3.9)

Крива H(r) у межах 0 ≤ r ≤ ∝ зображена на рис.3.3. Вона сягає екстремуму
при r = R , а потім спадає обернено пропорційно радіусові.

3.3. Закон неперервности струму. Закон струмів Кірхгофа
Закон нерозривности струму є наслідком закону повного струму. Закон не-

розривности струму стверджує, що потік вектора густини струму крізь будь-
яку замкнену поверхню дорівнює нулю.

Розглянемо деякий контур інтеґрування l і
скеруємо напрям проходження траєкторії dl (рис.
3.4). Візьмемо деяку опуклу поверхню S1, що спира-
ється на цей контур. Елемент поверхні dS1 у будь-якій
точці поверхні S1 скеруємо за правилом правого
ґвинта. Нехай крізь цю поверхню протікає вектор
густини струму δδδδ, орієнтований у розглядуваній точці
так, як показано на рис.3.4. Вираз (3.6) для цього
випадку:

H l Sd d
l S
∫ ∫= δδδδ 1

1

.                                 (3.10)

А тепер візьмемо іншу опуклу поверхню S2, що спирається на цей контур.
Скерувавши dS2 також за правилом правого гвинта, отримаємо вираз,
аналоґічний (3.10):

H l Sd d
l S

∫ ∫= δδδδ 2

2

,
                                              (3.11)

Оскільки поверхні S1 і S2 спираються на один і той самий контур l, то їхня
сума S = S1+S2 утворює єдину замкнену поверхню. У векторному аналізі
прийнято елемент dS замкненої поверхні спрямовувати назовні. У результаті
цього отримуємо: dS1 = dS,  dS2 =  dS.

Віднімаючи вираз (3.11) від (3.10) та враховуючи векторні співвідношення
між елементами поверхонь, отримаємо:

δδδδ δδδδ δδδδ δδδδ δδδδd d d d d
S

2
S S S S S

S S S S S1

1 2 1 2 1 2

0∫ ∫ ∫ ∫ ∫− = + = =
+

.                (3.12)

Рис. 3.4. До закону
неперервности струму
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Оскільки поверхні S1 і S2 вибиралися довільними, то останній інтеґрал (3.12)
є справедливим у загальному випадку відносно будь-якої замкненої поверхні S
і виражає математичну форму закону неперервности струму:

δδδδd
S

S∫ = 0 .                                               (3.13)

Нагадаємо лише, що вектор δδδδ, згідно з (2.10), повинен враховувати обидві
складові  густини струмів вільних ладунків і зміщення.

Якщо замкнену поверхню S розбити на  n+1 частини S0, S1,..., Sn, то ліву
сторону (3.13) можна подати у вигляді

δδδδ δδδδd d
S Sk

n

k

S Sk∫ ∫∑=
=0

,                                     (3.14)

Згідно з (2.17)

δδδδd ik
S

k

k

S∫ = ,                                             (3.15)

де ik- струм, що визначається потоком вектора густини струму через k-у
поверхню згідно з її додатною орієнтацією.

Елемент поверхні dS завжди спрямований за зовнішньою нормаллю. Еле-
менти dSk можуть мати довільну орієнтацію (рис.3.5). Залежно від збігу чи

незбігу цих напрямів їх k-і інтеґрали (3.14) і (3.
15) відрізняються лише знаками. Тому на осно-
ві (3.13)-(3. 15) можна записати:

0
0.

n

k
k

i
=

=∑ (3.16)

пам'ятаючи, що ця сума є алґебраїчною. Стру-
ми, спрямовані назовні замкненої поверхні S,
є додатними, а ті, що всередину – від'ємними.

Якщо всередині замкненої поверхні
розташована частина електричного кола, що із
зовнішньою частиною з'єднана за допомогою
проводів, то струми проводів i1, i2,...,in та
струм i0, який проходить поза проводами, му-

сять задовольняти закону нерозривности струму (3.16). Струм i0 обумовлений
струмами зміщення і вільних ладунків в ізоляції (в повітрі). Якщо струмом i0
можна знехтувати, то (3. 16) переходить в закон струмів Кірхгофа

1
0,

n

k
k

i
=

=∑         (3.17)

Рис. 3.5. До закону струмів
Кірхгофа
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згідно з яким алґебраїчна сума струмів проводів, які перетинають замкнену
поверхню, дорівнює нулеві.

Поняттям "замкнена поверхня" користуються лише в непланарних колах. У
планарних його підміняють поняттям "перетин". Перетин – це слід замкненої

поверхні на площині струмів. У такому ви-
падку закон струмів Кірхгофа підпорядковує
алґебраїчну суму струмів перетину. На рис.3.6
зображена схема струмів і два перетини. Ви-
раз (3.16) для кожного з них набуває вигляду

 i1+ i2 + i3 - i4 = 0,   i1 + i2 + i3 - i5 + i6- i7 = 0.

Спільну точку сполучення проводів
називають вузлом. Якщо перетин охоплює
струми лише одного вузла, кажуть, що закон

струмів Кірхгофа підпорядковує струми вузла.
Закон струмів Кірхгофа називають ще першим законом Кірхгофа для елек-

тричних кіл.

3.4. Закон неперервности маґнетного потоку.
       Закон маґнетних потоків Кірхгофа
Куди б не поміщали замкнену поверхню в маґнетне поле, все одно не вда-

ється виявити надлишку вхідного потоку над вихідним чи навпаки, що свідчить
про відсутність маґнетних ладунків (аналоґів електричних ладунків). У матема-
тичній формі це виражається так:

B Sd
S

=∫ 0 ,                                             (3.18)

де B – вектор маґнетної індукції в окремих точках замкненої поверхні S; dS –
вектор  елементарної  площини  цієї поверхні, зорієнтований в напрямку зовніш-
ньої нормалі.

Aналоґічний  інтеґрал в електричному полі (3.1) не дорівнює нулеві, а
визначається значенням вільного електричного ладунку, розташованого все-
редині замкненої поверхні.

Інтеґрал (3.18) відображає закон неперервности маґнетного потоку, згідно
з яким потік вектора маґнетної індукції крізь замкнену поверхню дорівнює ну-
леві.

Якщо інтеґрал по замкненій поверхні в (3.18) виразити через інтеґрали по
окремих частинах цієї поверхні

B S B Sd d
Sk

n

S k

= ∫∑∫
=

k
0

,                                       (3.19)

Рис. 3.6. До поняття перетину
схеми електричного кола
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та врахувати, що

B Sd
S

k

k

k∫ = Φ  (3.20)

є маґнетним потоком поверхні Sk, то (3.18) можна замінити

0
0.

n

k
k=

Φ =∑                                              (3.21)

Сума в  (3.21) – алґебраїчна. Додатними є ті потоки, елементи яких dSk збі-
гаються за напрямом з dS, і від'ємними,  в яких ці напрями протилежні (рис. 3.7).

Запис закону неперервности маґнетного потоку у формі (3.21) доцільний
тоді, коли передбачається, що потоки Фk (k = 1, 2,..., n) є потоками окремих

маґнетопроводів, а Ф0 – потоком в немаґнетному
середовищі (потоком дисипації). Коли потоком Ф0
можна знехтувати, вираз (3.21) набуде вигляду

1
0.

n

k
k=

Φ =∑                            (3.22)

Формула (3.22) виражає закон маґнетних
потоків Кірхгофа, згідно з яким: алґебраїчна сума
маґнетних потоків маґнетопроводів, що
перетинаються замкненою поверхнею, дорівнює
нулю. У планарних маґнетних колах закон маґнет-
них потоків Кірхгофа підпорядковує алґебраїчну
суму маґнетних потоків перетину. Для перетину,

зображеного на рис.3.7, ця сума Ф1 - Ф2 - Ф3 + Ф4 = 0.
Закон маґнетних потоків Кірхгофа є приблизнішим, ніж закон струмів Кірх-

гофа. Це викликано тим, що відношення маґнетних проникностей середовищ
феромаґнетного до немаґнетного знаходиться всього лише в межах 103-104, а
відношення електропровідностей середовищ провідного до непровідного  в
межах 1019-1020.

Закон маґнетних потоків Кірхгофа називають ще першим законом Кірхгофа
для маґнетних кіл.

3.5. Закон електромаґнетної індукції
Явище електромаґнетної індукції було відкрите в 1831р. Фарадеєм. У резу-

льтаті серії експериментів він установив основний закон електромаґнетної
індукції. За цим законом маґнетний потік, який перетинає будь-яку поверхню,
обмежену даним контуром, змінюючись у часі, індукує в цьому контурі ЕРС,
що дорівнює взятій зі знаком “-” швидкості зміни цього потоку.

Математичний вираз закону має вигляд

Рис.3.7. До закону
неперервности

маґнетного потоку
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Рис. 3.8. До закону електромаµнетної індукції

= −∫ ∫� i
l S

dd d
dt

E l B S ,
                               (3.33)

де Eі – вектор напружености індукованого електричного поля; l – довжина
контуру інтеґрування; B  – вектор маґнетної індукції; S – площа поверхні, обме-
женої контуром інтеґрування.

Формула (3.33) справедлива, коли елементи dl і dS, пов'язані за правилом
правого ґвинта.

Інтеґрал у лівій частині (3.33) виражає так звану індуковану ЕРС контуру

.i i
l

e d= ∫ E l�                                                     (3.34)

На відміну від сторонньої ЕРС, локалізованої всередині джерела, індукована
ЕРС, як циркуляція вектора індукованої напружености електричного поля, є
поняттям, що стосується замкненого контуру.

Враховуючи (2.22), (3.34), вираз (3.33) можна записати у вигляді

еі = - dФ/dt.                                                   (3.35)

Термін "електрорушійна сила" був уведений у 2.1. ЕРС визначалась через
енерґію, затрачувану на переміщення одиничного додатного ладунку вздовж
замкненого контуру. Ця енерґія була неелектричною, побічного походження.

Розширимо цей термін, вклю-
чаючи в нього будь-яку дію,
яка примушує циркулювати
ладунок вздовж замкненого
контуру. Характерно, що ЕРС
примушує рухатися ладунок
завжди протилежно до напря-
му, в якому його примушує
рухатись електричне поле. Це
стосується й індукованої ЕРС.

На рис.3.8 зображено два контури. На обох додатні напрями обходу контурів
(dl) і поверхонь (dS), обмежених ними, узгоджені за правилом правого ґвинта.
Вектори маґнетної індукції спрямовані так, щоб в обох випадках забезпечити
додатний знак маґнетного потоку (B^dS < 90). Різниця лише в тому, що на
рис.3.8а потік контуру зростає у часі (∂Ф/∂t  > 0), а на рис.3.8б  спадає (∂Ф/∂t  <
0). Згідно з (3.35), ліворуч eінд< 0, праворуч еінд > 0. Знак індукованої ЕРС
визначається скалярним добутком (3.33) залежно від значення кута (Еінд

^dl). Тому
вектори Еінд повинні бути cпрямованими саме так, як показано на рис. 3.8.
Струм, обумовлений рухом вільних зарядів під дією індукованої ЕРС, згідно з (3.6)
створює власне маґнетне поле, яке протидіє зміні зовнішнього поля. На рис.3.8а
воно буде скероване проти зовнішнього поля, як зростаючого, на рис. 3.8б – за
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зовнішнім полем, як спадаючим. Це суттєвий фізичний факт, а не результат згоди
про прийняті знаки й напрямки. Він демонструє прагнення системи чинити опір

зміні стану. У даному випадку йдеться про електромаґ-
нетну інерцію, або закон Ленца.

Рівність (3.33) правильна для будь-якого замкнено-
го контуру, не обов'язково утвореного провідником. У
загальному випадку цей контур може бути цілком
уявним, розташованим цілком у діелектрику, або час-
тково в провідному середовищі і частково в діелектри-
ку. В усіх без  винятку випадках при зміні в часі маґ-
нетного потоку, що проходить крізь будь-яку поверх-
ню, обмежену деяким контуром, в останньому вини-
кає індуктивна ЕРС. У провідному середовищі ця ЕРС
може викликати струми вільних ладунків, а в діелектри-
ках  струми зміщення.

На рис.3.9  зображено деякий контур l, що рухаєть-
ся з постійною швидкістю v (v << с) у змінному неру-

хомому маґнетному полі B. У загальному випадку потік контуру Ф є функцією
координат і часу t. У системі координат, жорстко зв’язаній з контуром, проди-
ференціюємо праву частину (3.33):

,i
l S S S

d d d
t t t

∂ ∂ ∂
= − = − −∫ ∫ ∫ ∫

∂ ∂ ∂
B SE l B S S B�                            (3.36)

Перший доданок праворуч обумовлений лише зміною в часі маґнетного
поля, другий – лише рухом контуру в маґнетному полі. За час dt поверхня S, що
стягує даний контур в момент часу t, отримує деякий приріст ∆S, який
визначається боковою поверхнею, описаною контуром під час руху в просторі.
У даній системі координат відстань перемішення контуру за час dt можна
розглядати як результат руху зі швидкістю v у протилежному рухові напрямі.
Спрямований назовні елемент поверхні d dt d= ×S v l ,  а швидкість його зміни

/d dt d= ×S v l .                                         (3.37)
Підставивши (3.37) у другий доданок правої частини (3.36) і виконавши

диференціювання, матимемо

( ).i
l S l

d d d
t

∂
= − − ×∫ ∫ ∫

∂
BE l S B v l� �                            (3.38)

Застосувавши  до  (3.38) правило  добутку  a(b × c) = -(b × a)c, можна
записати

( ) .i
l S l

d d d
t

∂
= − + ×∫ ∫ ∫

∂
BE l S v B l� �                      (3.39)

Формула (3.39), як і (3.35), описує закон електромаґнетної індукції в

Рис. 3.9. До ЕРС
рухомого контуру
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загальному випадку.
Приклад. Обчислити індуковану ЕРС прямокутної рамки розміром la

(рис.3.10), яка обертається з постійною кутовою швидкістю ω рад/с у постійному
однорідному маґнетному полі B.

Розв’язання. Розв’яжемо спочатку задачу, скориставшись (3.15). Положення
рамки в будь-який момент часу визначається кутом  0tα = ω + α , де α0 визна-
чає положення рамки в момент часу t = 0. Тоді (3.15) буде

0cos( )i
S

e B t dS
t

∂
= − ω + α∫

∂
,                                 (3.40)

де S = al – площа поверхні рамки.
Винісши з-під інтеґрала триґонометричну функцію і прийнявши до уваги,

що B i S не залежать від t, після роздільного інтеґруван-
ня і диференціювання одержимо

ei = ωSB sin(ωt + α0).                         (3.41)

А тепер розв’яжемо задачу, скориставшись (3.21).
Оскільки B = const, то перший доданок, обумовлений
зміною індукції в часі, дорівнює нулю, і залишається
обчислити доданок, зумовлений рухом рамки. Отже,

0sin( )i
l

e v t Bdl= ω + α∫�                   (3.42)

Лінійний інтеґрал 2
l
dl l=∫�  (сторони, що рухаються

в площинах, паралельних до ліній поля, у створенні ЕРС участі не  беруть).
Лінійна швидкість v = ωa/2. Враховуючи сказане, отримаємо вираз, що
збігається з (3.41). Цього треба було й очікувати, бо вирази (3.35) і (3.39) тотожні.

3.6. Закон рiвноваги напруг i електрорушiйних сил.
               Закон напруг Кірхгофа

Напруженість результуючого електричного поля у загальному випадку

можна вважати складеною з напруженостей статичного qE , стороннього sE  та

індукованого iE електричних полів.

= + +q s iE E E E .                                            (3.43)
Виберемо деякий замкнений контур l (рис.3.11). Додатні напрями обходу

контуру dl і поверхні dS, обмеженої ним, пов'язуємо за правилом правого
гвинта. Запишемо циркуляцію вектора E уздовж даного контуру:

= + +∫ ∫ ∫ ∫� � � � .q s i
l l l l

d d d dE l E l E l E l                   (3.44)

Рис. 3.10. До ЕРС
обертової прямокутної

рамки

B

dS

V

α

a
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Розглянемо кожен з членів цього рівняння окремо.
Лівий інтеґрал розпишемо як суму інтеґралів на окремих відрізках контуру:

E l E ld d
l

k
lk
k

∫ ∫∑=      (3.45)

Згідно з (2.4) маємо

E ld uk
l

k

k

∫ = .                                               (3.46)

Об'єднуючи (3.44), (3.45), отримуємо

E ld u
l

k
k

∫ ∑= .                                           (3.47)

Отже, цей інтеґрал є алґебраїчною сумою напруг по замкненому контуру.
Якщо елемент dlk збігається за напрямом
з dl, маємо знак "+", інакше – "-".

Статичне, або кулонівське, поле ство-
рюють нерухомі постійні в часі заряди. Це
поле є потенціальним, а отже, має безвих-
ровий характер. У потенціальному полі, як
відомо, робота не залежить від траєкторії,
а залежить лише від положення її почат-
кової та кінцевої точок. Покажемо це на
прикладі поля точкового ладунку Q. Вибе-
ремо довільну траєкторію, обмежену
точками A і B, віддаленими від Q на від-
стані RА і RB. Напругу вздовж даної тра-
єкторії обчислимо за (2.4). Напруженість
електричного поля в будь-якій точці

траєкторії на відстані r від Q згідно з (1.8)

E r= k
q

r 2 0
 ,

тоді

u Edl Edr k
q

r
dr qk

R RAB
A

B

A

B

A

B

A B

= = = = −








∫ ∫ ∫ 2

1 1
 ,               (3.48)

де dr  проекція dl  на напрям радіуса  r0. Що і треба було довести.

Інтеґрал qE  по замкненому контуру у такому полі тотожно дорівнює нулеві:

Рис. 3.11. До закону
рівноваги напруг і ЕРС
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=∫� 0.q
l

dE l                                        (3.49)

Фізично це пояснюється тим, що під час руху вздовж замкненої траєкторії
виконується певна робота силами поля і така сама робота виконується
зовнішніми силами проти поля.

Стороннє електричне поле концентрується в джерелах електричної енерґії.
При переміщенні електричного ладунку q по замкненому контуру, що
проходить крізь стороннє електричне поле, виробляється електрична енерґія W
в кількості, що визначається згідно з (2.8), (2.9). Отже, циркуляція, що визначається
другим доданком в правій частині (3.44), є сумарною ЕРС, що діє в даному
контурі, додатний напрям якої збігається з напрямом орієнтації елементарних
векторів dl, тобто з напрямом обходу контуру.

У цьому випадку контурний інтеґрал запишемо як суму інтеґралів на окре-
мих відрізках:

= ∑∫ ∫� .
k

s s k
kl l

d dE l E l                                     (3.50)

Згідно з (2.9)

=∫
k

s k k
l

d eE l .                                                 (3.51)

Тоді

= ∑∫� .s k
kl

d eE l                                             (3.52)

Таким чином, ми одержали алґебраїчну суму ЕРС по замкненому контуру.
При цьому ЕРС, додатний напрям яких збігається з напрямом обходу контуру,
треба вводити в суму з додатним знаком, у противному разі  з протилежним.

Індуковане електричне поле пов'язане зі змінним у часі маґнетним полем.
Зв'язок між напруженістю такого поля та сумарним потоком Ф, зчепленим з
контуром, знайдемо за (3.33)  (3.35):

Φ
= −∫� .i

l

dd
dt

E l                                             (3.53)

Додатний напрям потоку Ф та напрями обходу контуру пов'язані за
правилом правого гвинта. Загальний маґнетний потік контуру інколи вигідно
записати як алґебраїчну суму окремих частин цього потоку:

.k
k

Φ = Φ∑                                            (3.54)

Потоки Фk, які збігаються за напрямом з потоком Ф (елементом dS),
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вважаємо додатними, у противному разі  від'ємними.
Позначивши

,k
ik

d e
dt
Φ

− =                           (3.55)

рівність (3.53) можна записати:

.i ik
kl

d e= ∑∫ E l� .           
                                      (3.56)

Враховуючи (3.47), (3.49), (3.52) та (3.56), формула (3.44) набуде вигляду

+ − =∑ ∑ ∑ 0k ik k
k k k

e e u .                                          (3.57)

Формула (3.57) – закон рівноваги напруг та  електрорушійних сил, згідно з
яким сторонні та індуковані електрорушійні сили у замкненому контурі,
зрівноважуються напругами на окремих відрізках цього контуру.

Запишемо (3.57) для контуру, зображеного на рис. 3.11:

-u1+ u2 -...- un+ e1 - e2 +...+ en + eі1 - еі2 +...+ еіn= 0.                   (3.58)

Виходячи з (3.58), можна встановити просте правило знакiв: якщо стрiлки
напруг i ЕРС збiгаються з напрямом обходу контуру, їм приписують додатний
знак, якщо ні  від'ємний. У зв'язку з цим формулу (3.56) зручно записати у вигляді

=∑ , , 0.k ik k
k

e e u                                          (3.59)

Якщо в контурі не діють індуковані ЕРС, закон рівноваги напруг та елект-
рорушійних сил зводиться до закону напруг Кірхгофа

, 0.k k
k

u e =∑                                                  (3.60)

згідно з яким алґебраїчна сума напруг й ЕРС у замкненому контурі дорівнює
нулеві.

Якщо в контурі відсутні й сторонні ЕРС, то (3.60) вироджується в закон рів-
новаги напруг

0.k
k

u =∑                                                      (3.61)

згідно з яким алґебраїчна сума напруг у замкненому контурі дорівнює нулю.
Закон напруг Кірхгофа називають також другим законом Кірхгофа для
електричних кіл.
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Рис. 3.12. До закону рівноваги
маµнетних напруг і МРС

3.7. Закон рівноваги маґнетних напруг і маґнеторушіiй-
       них сил. Закон маґнетних напруг Кірхгофа
Закон рівноваги маґнетних напруг і маґнеторушійних сил є безпосереднім

наслідком закону повного струму (3.6).
Контурний інтеґрал в (3.6) можна виразити сумою інтеґралів на окремих

відрізках цього контуру:

H l H l
l

k
lk

d d
k

∫ ∫∑=  .                                   (3.62)

Згідно з (2.20)

H ld Vk
l

k

k

∫ =  ,                                           (3.63)

де Vk- маґнетна напруга на відрізку lk, тому (3.62) можна надати такого вигляду

H ld V
l

k
k

∫ ∑= .                                          (3.64)

Отже, дістали алґебраїчну суму маґнетних напруг по замкненому контурі.
Якщо  dlk  збігається  за  напрямом з dl,
маємо знак "+", інакше  – "-".

Поверхневий інтеґрал у правій ча-
стині (3.6) є повним струмом, що про-
ходить крізь поверхню S, обмежену
даним контуром. Цей повний струм
згідно з (2.17), (2.21) визначає маґ-
неторушійну силу, що діє в контурі, до-
датний напрям якої узгоджується з до-
датним напрямом повного струму (на-
прямом орієнтації векторів dS) за пра-
вилом правого гвинта. Цей додатний
напрям збігається з напрямом обходу
контуру.

Якщо МРС контуру подати як ал-
ґебраїчну суму МРС, що зумовлені

струмами окремих котушок, з якими зчеплений контур, то матимемо

δδδδ
S

k
k

d F∫ ∑=S .                                           3.65)

З урахуванням (3.64), (3.65), формула (3.6) набуває вигляду
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V Fk k
kk

− =∑∑ 0.                                           (3.66)

Отже, закон повного струму можна сформулювати ще й так: маґнетору-
шійні сили, діючі в замкненому контурі, зрівноважуються маґнетними напру-
гами, які діють на окремих відрізках цього контуру. У такому формулюванні
закон повного струму можна назвати за аналоґією з (3.60) законом рівноваги
маґнетних напруг і маґнеторушійних сил, або законом маґнетних напруг Кірх-
гофа.

Виходячи з орієнтації елементів dlk і dSk згідно з dl і dS, для контуру,
зображеного на рис.3.12, перепишемо вираз (3.66):

-V1 + V2- ...  Vn + F1  F2 + ... + Fn= 0.                            (3.67)

На підставі (3.67) можна встановити правило знаків суми (3.66): якщо
стрілки маґнетних напруг і маґнеторушійних сил збігаються з напрямом обходу
контуру, їм приписується додатний знак, у противному разі  від'ємний. У зв'яз-
ку з цим (3. 66) доцільніше надати такого вигляду:

, 0.k k
k

V F =∑                                                   (3.68)

Якщо в контурi не дiють МРС, закон рiвноваги маґнетних напруг i маґнето-
рушiйних сил вироджується в закон рiвноваги маґнетних напруг:

0,k
k

V =∑                                                     (3.69)

згідно з яким алґебраїчна сума маґнетних напруг вздовж замкнутого контуру
дорівнює нулеві.

Вираз (3.68) за аналоґією з (3.60) називають також законом маґнетних
напруг Кірхгофа.

3.8. Контрольні запитання
1. Що за закон установлює кількісний зв'язок між ладунком і породженим

ним електричним полем?
2. Що за закон установлює кількісний зв'язок між струмом і породженим

ним маґнетним полем?
3. Чим різніться закон неперервности струму й закон струмів Кірхгофа?
4. Чим різніться закон неперервности маґнетногих потоків й закон маґнет-

них потоків Кірхгофа?
5. Чи може індукуватися ЕРС у розімкнутому контурі?
6. Чи може індукуватися ЕРС у замкнутому діелектричному контурі?
7. Як впливає рух дослідного замкнутого контура на індуковану в ньому
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ЕРС?
8. Чим різніться закон напруг Кірхгофа й закон неперервности напруг й

ЕРС?
9. Який існує зв'язок між законом повного струму й законом рівноваги

маґнетних напруг і МРС?
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Частина II
ЛІНІЙНІ КОЛА
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4. ЗАГАЛЬНI ЗАСАДИ ТЕОРIЇ ЕЛЕКТРИЧНИХ КIЛ

4.1. Апроксимація функцій
Усі електротехнічні пристрої виготовляються з електротехнічних матеріалів:

електричних і маґнетних провідників, діелектриків. Усі вони можуть виявляти
нелінійні властивості згідно з залежностями (1.12), (1.21), (2.15), (2.19), які, як
правило, одержують експериментально. Результати експерименту оформляють
у вигляді ґрафіків або таблиць. Але ні перші, ні другі не можуть бути використані
безпосередньо в розрахунках. Їх необхідно апроксимувати.

Апроксимацією називають наближену заміну на певному інтервалі одних
функцій, заданих аналітично, таблично чи ґрафічно. Її здійснюють за умови
проходження апроксимуючої функції через дану множину точок або за умови
найменшого відхилу апроксимуючої функції від апроксимованої. Перший підхід
дістав назву методу вибраних точок, другий – методу найменших квадратів. Як
апроксимуючу вибирають аналітичну функцію або кілька функцій (лінійних чи
нелінійних), кожна з яких відповідає певному інтервалу зміни арґументу.

Добре відома операція табулювання функції. Вона полягає в тому, щоб за
аналітичним виразом функції знайти таблицю її значень для заданих значень
арґумента. При інтерполяції, навпаки, за таблицею значень функції будується
її аналітичний вираз. Пояснимо, як треба розуміти сказане.

Нехай y = f(x) – деяка функція, для котрої відома лише таблиця її значень,
тобто відомо, що при значеннях арґумента x = x0, x1,…, xn функція набуває
значень 0 1, , , ny y y… :

( )0 0f x y= ; ( )1 1f x y= ;  . . . ; ( )n nf x y=                              (4.1)
Зрозуміло, що через дані точки можна провести безмежну множину

різноманітних кривих. Таким чином, задача пошуку функції f(x) за скінченним
числом її значень надто невизначена; таких функцій можна побудувати безмежну
множину.

Позначимо через F(x) будь-яку функцію, яка в заданих  точках приймає
задані значення. Припустимо тепер, що функція F(x) не довільна, а задовольняє
деяким вимогам, тоді задача приймає більш визначений характер. Найчастіше
вимагають, щоб функція F(x) була многочленом степеня, на одиницю меншого
за число відомих табличних значень. Таким чином, ми приходимо до такого
формулювання задачі.

Для даних значень x = x0, x1,…, xn  і 0 1, , , ny y y y= … знайти многочлен y =
F(x) степеня n, що задовольняє умовам

( )0 0F x y= ; ( )1 1F x y= ;  ... ; ( )n nF x y=                                 (4.2)
Многочлен, що задовольняє умовам (1.7), називається інтерполяційним, а

формули для його побудови – інтерполяційними формулами.
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Заміна функції f(x) її інтерполяційним многочленом використовується перш
за все для знаходження проміжних значень функції. З цим застосуванням інтер-
поляційних формул пов'язана і їх назва. Але цим випадком їх застосування не
обмежується. Така заміна потрібна й тоді, коли аналітичний вираз для f(x)
відомий, але надто складний, а функція f(x) повинна підлягати різноманітним
математичним операціям (наприклад, інтеґруванню, диференціюванню).
Можливо також, що значення функції f(x) одержується з експерименту, а
одержання проміжних значень може виявитися неможливим та ін.

Найпростішою є лінійна інтерполяція, разом з тим вона є водночас і най-
грубішою. Така інтерполяція здійснюється за двома точками. На практиці
частіше застосовується інтерполяція більш високого порядку – параболічна, для
якої потрібні значення функції не в двох, а в трьох точках. Ґеометричний сенс її
полягає в тому, що через три вибрані точки проводиться парабола.

Задача параболічної інтерполяції розв’язується за допомогою
різноманітних інтерполяційних формул. Ми розглянемо одну з них.

Інтерполяційна формула Лаґранжа. Будемо вважати дану функцію f(x) і

поліном ( ) 0 1 ... m
mF x a a x a x= + + +  близькими, якщо вони збігаються на за-

даній системі точок 0 1, , , nx x x… (вузли інтерполяції). Коефіцієнти ai можна
визначити із системи рівнянь (1.7)

0 1 0 0 0

0 1 1 1 1

0 1

,

,
..
,

n
n

n
n

n
n n n n

a a x a x y
a a x a x y

a a x a x y

+ + + =

+ + + =

+ + + =

…
…

…………………………
…

                                        (4.3)

де ( ) ( )0,1, , .i iy f x i n= = …

Поліном ( ) ( )F x L x= , коефіцієнти якого визначаються з (1.8), називається
інтерполяційним поліномом Лаґранжа для функції f(x).

Даний метод апроксимації належить до так званого  методу вибраних точок.
Інша модифікація цього методу відома під назвою сплайн-апроксимації.

Виявляється, що з ростом числа вузлів n і, відповідно, степеня полінома
F(x) похибка інтерполяції може збільшуватися. Тому недавно було запропоно-
вано дещо інше наближення функції – за допомогою сплайнів. Сплайном S(x)
називається функція, визначена на [a,b], котра на кожному інтервалі [xi, xi+1],
0 1i n≤ ≤ −  – це поліном m–го степеня

( ) 0, 1, , 1,m
i i n i i iS x a a x a x x x x += + + + ≤ ≤… .        (4.4)
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Але тут ми не будемо тут розглядати цей вид апроксимації. З ним можна
запізнатися в курсі чисельних методів.

Приклад. Побудувати інтерполяційний поліном L(x), що збігається з функцією

( ) ( )2 1 1xf x x= − ≤ ≤ в точках x0 = – 1, 1 20, 1.x x= =
Розв’язання. Вважаємо

( ) 2
0 1 2 .L x a a x a x= + +

Для визначення коефіцієнтів 0 1 2, ,a a a  маємо систему::

0 1 2

0

0 1 2

1 ;
2
1;

2.

a a a

a
a a a

− + =

=
+ + =

Звідки 0 1 21, 3 / 4, 1/ 4,a a a= = = значить

23 12 1
4 4

x x x≈ + +    при  1 1.x− ≤ ≤

Так

2
1/ 2 3 1 1 12 2 1 1,4.

4 2 4 2
 = ≈ + ⋅ + ⋅ = 
 

4.2. Статичні та диференціальні параметри
У практичних задачах за операціями інтерполяції (екстраполяції) характе-

ристик фізичних об'єктів наступає зчитування інформації про даний об'єкт. Пер-
винною інформацією тут є статичні й диференці-
альні параметри об'єкта. Інтерполяційний многочлен
характеристики об'єкта подамо в загальному вигляді

( )y y x= .           (4.5)
Тоді відповідні статичний S і диференціальний

D параметри знаходимо за виразами

( ) ( ) ( ) ( )/ ;  /S x y x x D x dy x dx= = .  (4.6)

Значення S визначається через tg α, а D – через
tg β проведених відповідно січної і дотичної у даній
точці функції (рис. 1.3).

Приклад. Розглянемо функцію, в якої є чітко

Рис. 4.1. До поняття
статачних і иференціальних

параметрів
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окреслена лінійна частина. На діапазоні зміни арґумента 20 x x≤ ≤  її апроксимовано
виразом

0 1
3 5

1 2 3 1 2

, якщо 0 ;
, якщо .

a x x x
y

a x a x a x x x x
≤ ≤

=  + + ≤ ≤
                       (4,7)

Підставляючи цей вираз у (1.28), одержуємо

0 1
2 4

1 2 3 1 2

0 1
2 4

1 2 3 1 2

, якщо 0 ;
( )

, якщо ;

, якщо 0 ;
( )

3 5 , якщо ;

a x x
S x

a a x a x x x x

a x x
D x

a a x a x x x x

≤ ≤
=  + + ≤ ≤

≤ ≤
=  + + ≤ ≤

                        (4,8)

Знаходження статичних і диференціальних параметрів одновимірних
залежностей, як бачимо з наведеного вище прикладу, є достатньо проста задача.
У випадку багатовимірних залежностей визначення їх ускладнюється. Однак
статичні параметри завжди простіше знайти, ніж диференціальні. Тому варто
знати формальний шлях, який уможливлює визначити диференціальні
параметри через статичні, що нерідко знадобиться у практичних ситуаціях.

Подамо перший з виразів (4.6) у вигляді

( )y S x x= ⋅ .                                                    (4.9)

Таке подання є загальнішим, бо поширюється й на матричний арґумент.
Диференціюючи (4.9) по x та враховуючи другий вираз (4.6), одержимо

остаточно

( ) ( ) ( )
dS x

D x x S x
dx

= + .               (4.10)

Переконатися в справедливості виразу (4.10) пропонуємо самотужки,
виходячи з (4.8).

4.3.  Рівняння основних двополюсних елементів
Електричне коло складається із певним чином з'єднаних між собою ґенера-

торів і споживачів електромаґнетної енерґії. Окремі споживачі та ґенератори
називаються елементами кола. Спосіб з'єднання елементів визначає структуру
кола, яка має бути резонною, щоб забезпечити перебіг електромаґнетних проце-
сів у певному напрямі. Електричні виводи або вводи елемента, якими він може
бути під'єднаний до кола, називаються полюсами. Залежно від кількости полю-
сів, елемент називається n-полюсником. У даному розділі розглядатимуться ли-
ше двополюсники.
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На рис. 4.1 а зображено двополюсник. Його полюси позначені цифрами 1
і 2. Відповідні індекси присвоюємо також його полюсним струмам i1, i2 і між-
полюсним напругам u12, u21. Але незалежними є лише один струм і одна напруга,
що випливає безпосередньо із законів струмів і напруг Кірхгофа. Дійсно: і1 + і2
= 0; u12 + u21 = 0. Отже, якщо відомі один струм і одна напруга двополюсника, то
решту можна визначити за наведеними виразами. Незалежні струм і напруга
двополюсника зображені на рис. 2.1б,в. Рівняння
елемента встановлюють зв'язок між його неза-
лежними струмами та напругами. Ці рівняння
відображають внутрішні фізичні процеси в елемен-
ті, його будову. Оскільки двополюсник має лише
один незалежний струм і одну незалежну напругу,
то він описується одним рівнянням. Але це рівняння
може бути як завгодно складним, тому що будова
елемента також може бути як завгодно складною.
Для прикладу розглянемо звичайну штепсельну ро-
зетку. Для нас це двополюсник, але в його внутрішнє
електричне коло входять мільйони різноманітних
електротехнічних пристроїв. Структура цього кола інколи зв'язує окремі країни
в єдину систему. Зрозуміло, що скласти рівняння такого двополюсника в деталях
практично неможливо. Ми розглянемо лише найпростіші (неподільні) елементи.
Незважаючи на простоту, вони дають змогу побудувати достатньо складні спо-
руди сучасної електротехніки. Такі двополюсники назвемо основними. До них
у першу чергу відносяться резистор, котушка індуктивности, конденсатор, дже-
рела напруги та струму.

Конструкція двополюсника є такою, що його електромаґнетне поле зосеред-
жене всередині елемента. Тому такі елементи називають елементами з зосеред-
женими або скупченими параметрами. Допустимо вважати, що всі вектори поля
колінеарні або збігаються за напрямом з ґеометричними ортами dl і dS, які в
свою чергу колінеарні. Це дає змогу скалярні добутки векторів у рівняннях поля
замінити звичайним добутком їх модулів. Щоб уникнути трудомістких інтеґру-
вань за просторовими координатами, у теорії кіл приймають допущення, що
векторні величини електромаґнетного поля не залежать від цих координат. То-
му інтеґральні вирази (2.4), (2.17), (2.20), (2.22) спрощуються:

u =  El;           (4.11)                           і  =  δS;                           (4.12)

V = Hl;          (4.13)                           Ф = BS.                           (4.14)

де l, S – довжина і площа нормального перерізу елемента.
Входячи з (4.11)-(4.14) розглянемо рівняння основних двополюсників.
Резистор. Нелінійний резистор  це певної форми нелінійний провідник, дов-

жина якого l і переріз S. Схему резистора показано на рис. 4.2. Характеристики
провідника отримуємо, виходячи з основної залежности (2.19):

Рис. 4.1. До рівняння дво-
полюсного елемента
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( );Eδ = δ                (4.15) ( ).E E= δ                         (4.16)

 Виразам (4.15), (4.16) зручно надати іншої форми:

;E′δ = γ                  (4.17)                       ,E ′= ρ δ (4.18)

де ,′ ′γ ρ  – статичні електропровідність і питомий опір,

( ) / ;E E′γ = δ              (4.19)                       ( ) / .E′ρ = δ δ                    (4.20)

Підставивши в (4.17) E з (4.11), а δ  з (4.12), отримаємо

,i g u′=                                                       (4.21)
де

/g S l′ ′= γ (4.22)
– статична провідність резистора.

Аналоґічною підстановкою E і δ в (4.18) знаходимо:

u = r′i,                                                      (4.23)
де

 r′ = r′l/S.                                                   (4.24)

– статичний опір резистора.
Легко переконатися, що ρ′ і γ′ є взаємообер-

неними величинами.
З практичної точки зору криві (4.15), (4.16), згід-

но з (4.11), (4.12), доцільно перерахувати у вольт-ам-
перні характеристики резистора:

i = i(u),                   (4.25)                         u = u(i).                  (4.26)
Тоді

g′ = i(u)/u = g′(u);         (4.27)                r′ = u(i)/i = r′(i).           (4.28)

Прийнявши g = g′ = const, ρ = ρ′ = const, отримаємо рівняння лінійного
резистора:

i = gu;                      (4.29)                             u = ri.                  (4.30)

Резистор визначає дисипативні властивості електричного кола. Втрати
енерґії в резисторі перетворюються на тепло.

Одиниці вимірювання: [g] =См, [r] =Ом.
Котушка індуктивности. Нелінійна котушка індуктивности складається з w

послідовних витків, намотаних на феромаґнетне осердя довжиною l і перерізом
S. МРС котушки F = wi, що діє в замкненому маґнетному контурі, зрівнова-
жується, згідно з (3.66), маґнетною напругою (4.13). Отже,

Рис. 4.2. Схема резистора
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і = Hl/ w.                                                           (4.31)
Характерно, що витки котушки не утворюють замкненого контуру, тому

маґнетний потік котушки стає невизначеним. Він, строго кажучи, залежить від
траєкторії, що проходить поза витками котушки між її затискачами, бо від цього
залежить величина охопленого контуром потоку. Але
у багатовиткових котушках, тим більше намотаних на
феромаґнетне осердя, де концентрується маґнетне
поле, можна говорити про маґнетний потік котушки,
не конкретизуючи траєкторії, що замикає контур.

Разом з маґнетним потоком котушки застосову-
ється термін повний маґнетний потік, або потоко-
зчеплення

wΨ = Φ .        (4.32)

Якщо врахувати, що в котушці індукується ЕРС
і наявний омічний спад напруги (4.30), то рівняння
рівноваги напруг і ЕРС котушки згідно з (3.35), (3.59) можна записати:

dψ/dt = u - ri,                                                         (4.33)

де u, i, r – відповідно напруга, струм і опір котушки.
Завдяки допущенням, що привели до (4.14), у (4.33) фіґурує не частинна, а

звичайна похідна за часом.
Характеристики феромаґнетика отримуємо, виходячи з основної залежно-

сти (1.21):
  B = B(H);              (4.34)                         H = H(B).               (4.35)

Надамо цим виразам іншого вигляду:

      B = µ′H;                 (4.36)                           H = ν′B.                (4.37)

де mў, nў – статичні маґнетна проникність і релактивність

µ′ = B(H)/H =  µ′(H);        (4.38)                ν′ = H(B)/B =ν′(B).     (4.39)

Формули (4.14), (4.32), (4.37) дають змогу виразити H через y:

H =  ν′ψ/(wS).                                                    (4.40)

Підстановкою (4.40) у (4.31) отримуємо
,i ′= α ψ                                                        (4.41)

де aў – обернена статична індуктивність котушки

α′ = ν′l/(w2S) = α′ (ψ).                                          (4.42)

Криві (4.24), (4.25) на практиці зручніше перерахувати у вебер-амперні ха-
рактеристики котушки. Для цього достатньо використати (4.14), (4.31), (4.32):

Рис.4.3. Схеми реальної
та ідеальної котушок

індуктивності



6 4

( );iψ = ψ                   (4.43)       ( ).i i= ψ (4.44)

Користуючись кривою (4.44), aў знаходимо простіше:

( ) / ( ).i′ ′α = ψ ψ = α ψ                                           (4.45)

Вирази (4.33), (4.41) є рівняннями нелінійної котушки індуктивності.
Якщо в (4.33) прийняти r = 0, отримаємо рівняння ідеальної котушки:

                     dψ/dt = u.                                                      (4.46)

Підставивши (4.43) у (4.46), отримаємо

                  L′′di/dt = u,                                                    (4.47)

де Lўў- диференціальна індуктивність котушки

            L′′= dψ(i)/di = L′′(i).                                          (4.48)

Вираз (4.47) фактично об'єднує (4.33), (4.41) і є рівнянням нелінійної котушки
індуктивності в іншій формі.

При L = L′′ = const отримуємо рівняння лінійної котушки індуктивности

     Ldi/dt = u,   di/dt = αu.                                           (4.49)

Легко переконатися, що L і α є взаємооберненими величинами, їх одиниці
вимірювання: [L] = Гн (генрі), [α] = Гн-1.

Котушка індуктивности визначає інерційні властивості електричного кола.
Схеми реальної та ідеальної котушок зображено на рис.4.3.

Конденсатор. Нелінійний конденсатор складається з двох ізольованих
фероелектриком металевих пластин. У фероелектрика конденсатора одночасно
існують струми зміщення і провідності. Струм провідності зумовлений дефек-
том діелектрика. Вектор густини струму у такому разі згідно з (2.10)  (2.13),

/ .t= γ + ∂ ∂ѓ ВE D                                              (4.50)

Завдяки прийнятим допущенням це рівняння записуємо у скалярній формі,
а відтак, підставляючи (4.11), (4.12), отримуємо:

dD/dt = i/S - γ′u/l,                                             (4.51)

де S – площа пластин, l – відстань між ними.
Конденсатор називають ще електричною ємністю, бо це пристрій, призна-

чений для зберігання електричних ладунків. Якщо охопити замкненою поверх-
нею одну з пластин конденсатора, що містить ладунок q, та проінтеґрувати (3.1)
за прийнятих допущень, матимемо

DS = q.                                                     (4.52)
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Зробивши підстановку (4.52) в (4.51), дістанемо:

            dq/dt = i - gu,                                                 (4.53)

де провідність діелектрика
g = γ′ S/l.                                                    (4.54)

Характеристики діелектрика отримуємо, виходячи з основної залежности
(1.12),

E = E(D);                  (4.55)                                D = D(E).                (4.56)

Формули (4.11), (4.52), (4.55) дають змогу виразити u через q:

u = q/C′,                                                         (4.57)

де C′ – статична ємність плоского конденсатора

C′ = ε′S/l,                                                        (4.58)

причому статична діелектрична проникність

ε′ = (E(D)/D)
-1
 = ε′ (D).                                           (4.59)

У практичних розрахунках вирази (4.57) - (4.59) часто об'єднують:

u = u(q),            (4.60)                                  q = q(u).               (4.61)

Криві (4.60), (4.61) отримуємо заміною масштабів характеристик діелектрика
(4.55), (4.56). Тоді статичну ємність визначаємо так:

C′ = q/u(q) = C′(q).                                    (4.62)

Вирази (4.53), (4.60)  рівняння нелінійного конденсатора. Якщо в (4.53)
прийнято g = 0, то отримаємо рівняння ідеального нелінійного конденсатора

 dq/dt = i.                                                     (4.63)

Підстановкою (4.61) у (4.63) отримуємо

C′′du/dt = i,                                                 (4.64)

де диференційна ємність конденсатора

C′′ = dq(u)/du = C′′(u).                                    (4.65)

Вираз (4.64) об'єднує (4.60), (4.63) і є рівнянням нелінійного конденсатора в
іншій формі.

При C = C′′ = const маємо рівняння лінійного конденсатора

Cdu/dt = і.                                                    (4.66)

Одиниця вимірювання ємності [C] = Ф (фарад). Конденсатор визначає
штивнісні характеристики електричного кола. Схеми реального й ідеального
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конденсатора показано на рис. 4.4.
Форма запису рівнянь котушки  (4.41), (4.46) і конденсатора (4.60), (4.63) за-

безпечує вищу точність інтеґрування, ніж відповідна форма (4.47), (4.64). До па-
сивних елементів відносяться резистор, котушка індуктивности та конденсатор,
до активних  джерела електричної енерґії.

Джерело напруги.  У джерелі напруги ґенерується
електрична енерґія за рахунок інших видів енерґії. Силова
дія джерела характеризується вектором Ecт. Криволіній-
ний інтеґрал уздовж траєкторії, що пролягає всередині
джерела між його полюсами, визначає ЕРС джерела (2.9).
Вектор Ecт, як про це говорилося раніше, локалізований
всередині джерела. ЕРС характеризує здатність джерела
виконувати роботу. У той час як напруга визначає саму
роботу.

Реальне джерело напруги має також деякий вну-
трішній опір, що визначає дисипативні властивості
джерела. На цьому опорі, природно, відбувається спад напруги (4. 30).

Якщо вибрати замкнений шлях інтеґрування, що проходить між полюсами
джерела зовні й усередині його, та взяти до уваги (3.60), то рівняння джерела з

урахуванням (4.30)
u = e - ri,                             (4.67)

де u, i – напруга та струм джерела; r  внутрішній
опір.

В ідеальному джерелі (безмежної потужности) r
= 0. Тоді (4.67) спрощується:

u = e.                                (4.68)

ЕРС джерела задається у вигляді деякої функції
часу e = e(t). Схеми реального й ідеального джерела
напруги зображено на рис.4.5.

Джерело струму. Якщо внутрішній опір джерела напруги простує до
безмежности (практично до достатньо великого значення), то таке джерело
інколи  зручно подати джерелом струму, оскільки опір навантаження, як
набагато менший за внутрішній опір джерела, на струм майже не впливає.
Природно цей струм визначати в режимі короткого замикання джерела напруги
(u = 0). Тоді, згідно з (4.56), маємо

j = e/r,                                               (4.69)
де j – струм джерела струму.

Щоб джерело струму було еквівалентним джерелу напруги відносно зов-
нішнього кола, його необхідно узбочити опором R. Так, якщо реальні джерела
напруги та струму навантажити деяким опором R, то легко переконатися, що в

Рис.4.5. Схеми реального
та ідеального джерел

напруги

Рис.4.4. Схеми реаль-
ного та ідеального

конденсатора

інінколи
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обох випадках струм, який протікає через R, і = e/(r + R).
 В ідеальному джерелі r → ∞, тоді його рівняння виглядатиме так:

i = j.                                                        (4.70)

 Схеми реального й ідеального джерел струму  зображено на рис. 4.6
Оскільки джерело струму це є певним чином надумана абстракція, то

зрозуміло в практичних задачах без нього можна обійтися. Але в деяких випадках
воно може спростити розрахунок. Тому мати про нього
поняття не зашкодить. Однак в дальнішому аналізі ми
цим поняттям не будемо користуватися, як вузьким те-
оретичним, або дуже рідко.

Оскільки реальні котушка індуктивности, конденса-
тор, джерела напруги і струму можна подати як ідеальні
з послідовним або з паралельним вмиканням резисто-
ра, то до основних двополюсних елементів належа-
тимуть лише ідеальні елементи. Отже, як рівняння ос-
новних двополюсних елементів використовуватимемо
(4.21), (4.23), (4.41), (4.46), (4.47), (4.57), (4.63), (4.64), (4.68),
(4.70).

Розглянемо питання потужності двополюсника.
Потужність. Сили електричного поля під час переміщення заряду q уздовж

траєкторії, що пролягає всередині двополюсника між його полюсами, виконують
роботу, що визначається за (2.3). Відтак робота, виконана за одиницю часу, виз-
начає потужність елемента:

p = dA / dt.                                                  (4.71)
Підставимо (2.3) у (4.71):

p
dq

dt
d q

d

dt
d

l l

= +∫ ∫E l
E

l .                                    (4.72)

Вектор dE/dt згідно з (1.12), (2.12) визначає струм зміщення, тому другим
інтеґралом у правій частині (4.72) треба знехтувати. Щодо першого, то він з ура-
хуванням (2. 4), (2.18) визначає потужність елемента:

p = iu.                                                      (4.73)

Елемент може бути споживачем або ґенератором потужності. Щоб судити
про режим елемента, необхідно прийняти додатні напрями струму й напруги.
Якщо напрям напруги спрямований проти напряму струму, то таке позначення
назвемо нормованою системою споживача (див. рис.4.1,б), якщо ці напрями
збігаються  нормованою системою ґенератора (див. рис.4.1,в). У нормальній
системі споживача p > 0 вказує на споживання потужності, а p < 0   на її ґе-
нерацію. У нормованій системі ґенератора,  навпаки, p > 0 вказує на ґенерацію
потужности, а p < 0  – на її споживання.

Рис.4.6. Схеми реального
та ідеального джерел

струму
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4.4. Структурні рівняння
Структура електричного кола визначається з'єднанням елементів між со-

бою. З'єднання полюсів елементів утворюють вузли кола. Тополоґічний образ,
що відображає всі можливі шляхи протікання струму між вузлами, називається
ґрафом кола. Вузли, що увійшли до ґрафа, називаються вершинами, а відрізки,
що з'єднують їх, – вітками ґрафа. Віткам присвоюється напрям, що визначає до-
датний напрям струму. Ґраф з орієнтованими вітками називається орієнтованим.
Будемо користуватися лише орієнтованими ґрафами, не оговорюючи цього ок-
ремо.

Довільний замкнений шлях, яким можна вийти з вершини ґрафа та повер-
нутися до неї, не проходячи двічі однією і тією ж віткою й не перетинаючи
двічі одну й ту ж вершину, називається контуром.

Частина ґрафа, що містить усі вершини і не містить жодного контуру,
називається деревом ґрафа. Вітки ґрафа, що увійшли в дерево, називаються
ребрами, а ті, що не увійшли в нього,  хордами. Множина хорд утворює допов-
нення до дерева.

Рівняння, що описують структуру кола, називаються структурними. Струк-
турні рівняння, що поєднують струми в колі, називаються структурними рівнян-
нями струмів, а ті, що поєднують напруги, – структурними рівняннями напруг.

Структурні рівняння струмів отримуємо, виходячи із закону струмів Кірх-
гофа (3.17) для головних перетинів. Оточимо деяку частину кола, що містить
не менше ніж один вузол, замкненою поверхнею S. Слід цієї поверхні на ґра-
фічному зображенні кола, як сказано раніше, утворює замкнену лінію, яку на-
зивають перетином. Головним називається перетин, тільки одна з віток якого
є ребром, а решта  хордами. Якщо коло має s гальванічно відокремлених час-
тин, p віток і q вузлів, то кількість головних перетинів визначається як q - s.

Рівняння (3.17), складені для головних перетинів, записуються в матрич-
ному вигляді так:

WI = 0,                                                        (4.74)

де I – колонка струмів віток; W – матриця головних перетинів. Рядки матриці W
відповідають головним перетинам, а стовпці – віткам ґрафa. Розмір матриці W
p × (q - s).

Елемент матриці wik дорівнює +1, якщо k-а вітка входить в i-й перетин згідно
з орієнтацією перетину; дорівнює -1, якщо входить, але проти орієнтації; дорів-
нює нулеві, якщо не входить у перетин. Орієнтація перетину визначається орієн-
тацією ребра.

Структурні рівняння напруг отримуємо, виходячи із закону напруг Кірхгофа
(3.61) для головних контурів. Головним називається контур, утворений під'єд-
нанням хорди до дерева. Кількість головних контурів дорівнює числу хорд
p - q + s.
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Рівняння (3.61), складені для головних контурів, запишемо також у матрич-
ному вигляді:

ГU = 0,                                                    (4.75)

де Г – матриця головних контурів; U – колонка напруг віток.
Рядки матриці Г відповідають головним контурам,  а стовпці – віткам ґрафa.

Елемент γik цієї матриці дорівнює +1, якщо k-а вітка входить в i-й контур згідно
з його додатним напрямом обходу; дорівнює -1, якщо вітка входить у контур про-
ти напряму обходу; дорівнює нулю, якщо вітка не входить у даний контур. Орієн-
тація додатного обходу контуру визначається орієнтацією хорди. Розмір матри-
ці Г –  p × (p - q + s).

Вирази (4.74), (4.75) є структурними рівняннями кола. Вони складаються з
лінійних алґебричних рівнянь і містять 2p невідомих  струмів і напруг віток. Решта
p  рівняння елементів.

4.5. Вихідні рівняння
Структурні рівняння та рівняння елементів утворюють систему вихідних або

стартових рівнянь електричного кола. Ця система складається з 2р скалярних
алґебро-диференціальних рівнянь і
містить таку саму кількість невідомих.

Один із способів зменшення кількос-
ти невідомих полягає у виключенні з роз-
гляду вузлів, утворених послідовним з'єд-
нанням елементів. Таке з'єднання утво-
рює узагальнену вітку. Її можна розгля-
дати як деякий еквівалентний двополюс-
ник (рис.4.7).

Рівняння такого двополюсника в загальному випадку буде

;C
diu L ri u e
dt

− = + −               (4.76)                        ,dui C
dt

=                    (4.77)

де L, r, C, e вважаються сумарними величинами,  причому r є статичним, а  L,
C  диференціальними.

Якщо впорядкувати струми  та  напруги  за  причетністю до ребер і хорд ґра-
фа, то рівняння (4.63), (4.64) можна записати так:

р р x x р р x xW W 0; 0.I I U U+ = Γ + Γ =                            (4.78)

Індекс р вказує на причетність до ребер, а х – до хорд.
З теорії кіл відомо, що:

р x р xW 1; W F; F ; 1,t= = Γ = − Γ =                                (4.79)

Рис. 4.7. Схема електричної вітки
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де F – деяка тополоґічна матриця; Ft – транспонована матриця F.
Вирази (4.68) дають змогу спростити формування структурних рівнянь:

р x 0;I FI+ =              (4.80)                    р x 0.tFU U− + =                   (4.81)
Приклад. На рис.4.8 зображено схему електричного кола тайого ґрафи,

повний і скорочений (у масштабі віток). Характеристики повного ґрафа: р = 15,
q = 10, s = 1. Скорочений ґраф отримаємо з повного виключенням з розгляду
вузлів 5-9, утворених послідовним з'єднанням елементів, характеристики цього

ґрафа: p= 10, q = 5,  s = 1. Це дало змогу зменшити розмір матриці W з 15 × 9 до
10 × 4, матриці Г – з 15 × 6 до 10 × 6.

Домовимося незалежні струми та напруги елементів позначати однаковим
порядковим індексом. Індекс струму присвоюємо й параметрам елементів, через
які він протікає. В окремих випадках користуватимемося подвійними індексами,
що свідчитимуть про причетність вітки до відповідних вузлів.

За прийнятою системою індексів матриці структурних рівнянь (4.78)
стосовно скороченого ґрафа згідно з рис.4.8 набудуть такого вигляду:

1 1 1
1 1 1 1

W= ;
1 1 1 1 1 1

1 1 1

1 1
1 1

1 1 1
;

1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1

− −
− −

−

−
−

− −
Γ =

−
− −

Рис. 4.8. Схема електричного кола та її ґрафи
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р 8 5 1 3

x 9 4 2 10 6 7

( , ) ( , , , ) ;

( , ) ( , , , , , ) .
t

t

h h U I h h h h

h h U I h h h h h h

= =

= =
                              (4.82)

Структура наведених матриць W і Г відповідає (4.79). Замість них на прак-
тиці достатньо обмежитися формуванням матриці F.

Рівняння елементів, згідно з (4.76), (4.77)

1 2
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2

3 4
3 3 3 4 4 4 4 4 4 5 5 5 5

6 6
6 6 6 6 6 6 8 8 8 8 8

8
8 8 8 9 9 9 9 9 10 10

; ( ) ; ( ) ;

( ) ; ( ) ( ) ; ( ) ;

( ) ; ( ) ; ( ) ;

( ) ; ( ) ; .

C
C C

C

C
C

du di
u u e i C u u L i e

dt dt
di di

u L i u L i r i i u r i i
dt dt
di di

u L i u L i u u r i i
dt dt

du
i C u u r i i e i j

dt

− = + = − = +

− = − = + − =

− = − = − = +

= − = + =

       (4.83)

Вихідні рівняння  основа теорії електричних кіл, але на практиці їх застосо-
вують рідко, оскільки розв'язання цих рівнянь ускладнене через велику їх
кількість і вимагає застосування методів розріджених матриць. Тому розробле-
но ряд ефективних методів, які дають змогу істотно спростити аналіз кола. Ці ме-
тоди, по суті, є математичними засобами розв'язування тих самих вихідних рів-
нянь. Але перше ніж перейти до розгляду цих методів, розглянемо питання по-
тужности кола.

Баланс потужности. Коло вважаємо ізольованою системою, що не обміню-
ється потужністю з довкіллям. Виходячи з закону збереження енерґії, треба при-
пустити, що потужності, які виробляються в колі, повинні в ньому і споживатися.
Таким чином, сумарна потужність кола повинна дорівнювати нулеві. Якщо в
колі задіяно n елементів, то виходячи з (4.73), можна записати:

1

0.
n

k k
k

i u
=

=∑                                                 (4.84)

Вираз (4.84) визначає баланс потужности кола. Він стверджує, що алґебра-
їчна сума потужностей джерел і споживачів у колі дорівнює нулеві. Стосовно
даного прикладу баланс потужности виражається формулою (4.84) при n = 10.

Щоб довести (4.84), надамо (4.73) з урахуванням (4.11), (4.12) іншого вигляду:

,p EV= δ                                                 (4.85)

де V = lS – об'єм тіла елемента.
Розширемо сферу дії (4.85) на все коло. Для цього охопимо його об'ємoм

V. Оскільки величини d і E локалізовані в об'ємах окремих елементів Vk, то по
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тужність усього кола, яка заздалегідь дорівнює нулеві, можна записати у вигляді
суми:

1

0.
n

k k k
k

E V
=

δ =∑                                                 (4.86)

Якщо врахувати (4.11), (4.12), то вирази (4.84) і (4.86) є тотожними.
Вихідні рівняння електричного кола, а відтак і рівняння, записані за будь-

яким із методів, у загальному випадку є системою нелінійних алґебро-диферен-
ціальних рівнянь. Їх розв'язання вимагає високої фахової підготовки в галузі об-
числювальної математики й комп'ютерного симулювання. Аналітичні підходи
тут не застосовні. Тому ми змушені звузити проблему за рахунок тих чи інших
спрощень.

Зокрема:
1. Розглядатимемо лінійні електричні кола. Такі кола містять лише лінійні

елементи, що описуються лінійними рівняннями (4.29), (4.30), (4.49), (4.66), (4.68),
(4.70). Оскільки структурні рівняння (4.80), (4.81) завжди лінійні, то рівняння
лінійних кіл лінійні. А такі рівняння допускають аналітичні розв'язки.

2. За складністю фізичного процесу, отже і за складністю його математич-
ного відтворення, електричні кола розглядатимемо у такий послідовності: кола
постійного струму, кола синусоїдального струму, кола періодично-змінного
струму. Рід струму в колі відтепер набуває ролі визначальної характеристики
кола.

Набувши достатнього досвіду, ми знову розширимо нашу проблему і запіз-
наємо найпростіші методи аналізу нелінійних електричних кіл без обмежень на
рід струму.

У наступному розділі ми розглянемо  теорію  найпростіших електричних
кіл за родом струму – кіл постійного струму.

4.6. Контрольні запитання
1. Ща спільного між методом апроксимації вибраних точок і поліномом

Лаґранжа?
2. Фізичний зміст статичних і диференціальних параметрів, і який зв'язок між

ними?
3. При яких двох основних допущеннях одержані параметри двополюсних

елементів електричного кола?
4. При яких допущеннях одержані рівняння ідеальнипх і реальних двополюс-

них елементів електричного кола?
5. Чому при формуванні матричних рівнянь електричного кола перевага на

боці однакової орієнтації стумів і напруг віток електричного кола?
6. Чому в ізольованому електричному колі дотримується баланс потуж-

ности?
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5. ЕЛЕКТРИЧНІ КОЛА ПОСТІЙНОГО СТРУМУ

5.1. Рівняння основних двополюсних елементів
Електричні кола постійного струму порівняно рідко зустрічаються на прак-

тиці. Але з методичної точки зору вони є найзручнішим полігоном для вивчення
й відпрацювання основних методів аналізу електричних кіл, які пізніше будуть
формально перенесені у кола синусоїдального і періодично-змінного струмів.

Домовимося всі позначення, що стосуватимуться електричних кіл постій-
ного струму, позначати великими літерами.

Оскільки рівняння основних двополюсних елементів, розглянуті в розділі 4.1.,
не пов’язані з родом струму, то треба чекати, що в колі постійного струму вони
зазнають хіба лише певних спрощень, зумовлених умовою I = const, U = const.

Резистор: Оскільки рівняння резистора (4.29), (4. 30) не пов’язані з родом
струму й напруги, то вони залишаються без змін.

I = GU;   U = RI.                                                    (5.1)

Котушка індуктивности. За умови U = const рівняння котушки індук-
тивності (4.49) спрощуються

U = 0.                                                            (5.2)

Таким чином, в колі постійного струму ідеальна котушка індуктивності
замикає полюси накоротко. Реальна, згідно з (4.33), привнесе лише свій опір R.

Конденсатор. За умови U = const  рівняння конденcатора (4.66) буде

I = 0.                                                             (5.3)

що рівносильно розриву вітки. Реальний конденсатор згідно з (4.42) привнесе
свою провідність G.

Джерело напруги. Оскільки рівняння джерела напруги (4.68) унезалежнене
від роду напруги, то воно в колі постійного струму залишається без змін

U = E.                                                            (5.4)

Джерело струму. Те саме стосується й рівняння джерела струму (4.70)

I = J.                                                             (5.5)

Потужність елемента визначаємо, як і раніше, за (4.73)

P = UI.                                                          (5.6)

Згідно з (5.1)-(5.5) коло постійного струму - резистивне.

5.2. Вихiднi рiвняння
Структурні рівняння (4.80), (4.81) унезалежнені від роду струму, тому

залишаються без змін. Оскільки рівняння елементів є алґебраїчними, то вихідні
рівняння електричного кола постійного струму - алґебраїчні. Це суттєво спро-
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щує їх розв’язання і робить їх зручними у користуванні.
Приклад На мал. 5.1 зображено схему електричного кола постійного стру-

му та його скорочений ґраф. Характеристики ґрафа:  p = 7, q = 4, s = 1.  За  при-
йнятою системою індексів матриці структурних рівнянь (4.69), (4.70) набувають
такого вигляду:

F = 

− −

−

1 1

1 1

1 1 1
; 

h h U I h h h

h h U I h h h h

p 

x

=  ( = , ) =  ( , , );

=  ( = , ) =  ( , , , ).

1 3 5

2 4 6 7

   (5.7)

Рядки матриці відповідають
ребрам ґрафа, а стовпці – хордам.
Ребра вказують лише орієнтацію
головного перетину. Якщо хорда
входить у головний перетин згідно
з його орієнтацією, то їй присвою-
ється +1, якщо проти орієнтації –
-1, якщо не входить – 0.

Рівняння елементів  (5.1), (5.4),
(5.5) доцільно записати в мат-
ричній формі.

Up = Ep - RpIp;        Ux = Ex - RxIx,
(5.8)

де Rp, Rx - матриці опорів віток; Ep, Ex - колонки напруги холостого ходу віток,

      Rp = diag(0, R3, R5);  Rx = diag(R2, R4, R6,∞ );

Ep = (E1, -E 3, 0); Ex = (0, 0, E6, ґ).                                 (5.9)

Елементами діаґональних матриць опорів є сумарні опори відповідних
віток. Елементами колонок джерел напруги є сумарні ЕРС віток, причому, якщо
вони збігаються за напрямком зі струмом, то їм присвоюється знак плюс, інакше
мінус. Поява безмежностей у Rx i Ex зумовлена тим, що внутрішній опір джерела
струму безмежний, а щоб у ньому забезпечити скінченний струм згідно з (4.69)
мусить бути ЕРС безмежною.

Розв’язуючи (5.8) стосовно струмів, рівнянням елементів можна надати
іншого вигляду:

Ip = Jp - GpUp;    Ix = Jx - GxUx,                                 (5.10)

де Jp, Jx - колонки струмів короткого замикання віток, Gp, Gx - провідності віток,

Рис. 5.1. Схема електричного кола та її  ґраф
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Ip = GpEp;    Ix = GxEx;   Gp = Rp
-1;   Gx = Rx

-1.                       (5.11)

Беручи до уваги (5.9), маємо

Gp = (∞ , G3, G5);      Gx = (G2, G4, G6, 0);
Jp = (∞ , -G3E3, 0);     Jx = (0, 0, G6E6, J7).                       (5.12)

Елементами діаґональних матриць провідностей є сумарні провідності
відповідних віток. Елементами колонок струмів короткого замикання віток є
відповідні струми, причому, якщо джерело вітки і її струм зорієнтовані однаково,-
то зі знаком плюс, інакше – зі знаком мінус.

Структурні рівняння (4.80), (4.81) за умови (5.7) і рівняння елементів (5.8) за
умови (5.9) або (5.10) за умови (5.12) утворюють повну систему вихідних рівнянь
електричного кола постійного струму. Вихідні рівняння електричного кола ще
називають стартовими рівняннями електричного кола.

Поява безмежностей в рівняннях електричного кола вказує на залежні змін-
ні. Так, звертаючись до нашого прикладу, бачимо, що напруга першої вітки зада-
ється джерелом напруги U1 = E1, а струм сьомої вітки - джерелом струму I7 =
J7. Тому відповідні рівняння треба опустити. Таких ситуацій можна заздалегідь
уникнути на стадії запису матричних рівнянь, але, щоб не ускладнювати аналіз,
ми передбачаємо це зробити вручну, викреслюючи відповідні рядки в (5.8) або
(5.10).

Алґоритм аналізу кола.
1. Задаємося додатними напрямками струмів віток схеми кола.
2. Будуємо ґраф схеми кола й вибираємо дерево ґрафа.
3. Формуємо колонки струмів і напруг ребер і хорд ґрафа Ip, Ix, Up, Ux.
4. Формуємо тополоґічну матрицю F відповідно до головних перетинів ґра-

фа.
5. Формуємо діаґональні матриці опорів віток Rp, Rx і колонки напруг холос-

того стану віток Ep, Ex або діаґональні матриці провідностей віток Gp, Gx і колонки
струмів короткого замикання віток Jp, Jx.

6. Підставляємо в рівняння (5.8) або (5.10) значення параметрів резисторів
і джерел енерґії. Розв’язуємо повну систему рівнянь (4.80), (4.81), (5.8) або (4.80),
(4.81), (5.10) і знаходимо невідомі струми і напруги віток. Напруги окремих резис-
торів завжди можемо знайти за (5. 1).

7. Перевірку здійснюємо за балансом потужности в колі (4.84)
UpIpt + UxIxt = 0.                                               (5.13)

З метою спрощення аналізу електричного кола розглянемо ряд ефективних
методів, що безпосередньо випливають з вихідних рівнянь.

5.3. Метод струмів
Метод струмів дає змогу понизити порядок рівнянь кола вдвічі порівняно

з вихідними рівняннями за рахунок виключення напруг віток.
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Підставляючи (5.8) у (4.81), маємо

RxIx - FtRpIp = Ex - FtEp.                                     (5.14)

Вирази (4.80), (5.14) утворюють повну систему рівнянь, записаних за мето-
дом струмів. Невідомі тут струми віток Ip, Ix. Цю систему рівнянь часто назива-
ють рівняннями, записаними за законами Кірхгофа. Але треба бути наївним,
щоб їх сплутати з (4.80), (4.81), як такими, що є іншою формою запису (3.17),
(3.60).

Алґоритм аналізу кола.
Перші чотири пункти залишаються такими як у попередньому алґоритмі.

Тому почнемо з наступного.
5. Формуємо матриці опорів Rp, Rx і колонки Ep, Ex.
6. Підставляємо в (2.8) значення параметрів резисторів і джерел енерґії.

Розв’язуємо систему рівнянь (4.80), (5.14) і знаходимо невідомі струми віток Ip, Ix.
7. Згідно з (5.8) обчислюємо напруги віток Up, Ux.
8. Перевірку здійснюємо за (5.13).

5.4. Метод напруг
Метод напруг дає змогу понизити порядок рівнянь кола також вдвічі порів-

няно з вихідними рівняннями за рахунок виключення струмів віток.
Підставляючи (5.10) у (4.80), одержуємо

GpUp + FGxUx = Ip + FIx.                                      (5.15)

Вирази (4.81), (5.15) утворюють повну систему рівнянь, записаних за
методом напруг. Невідомими є напруги віток Up, Ux.

Алґоритм аналізу кола.
5. Формуємо матриці провідностей Gp,Gx і колонки  Ix, Ip.
6. Підставляємо числові значення параметрів резисторів і джерел енерґії.

Розв’язуємо систему рівнянь (4.81), (5.15) і знаходимо невідомі напруги віток Up,
Ux.

7. Струми віток знаходимо згідно з (5.10).
8. Перевірки здійснюємо за (5.13).

5.5. Метод контурних струмiв
Метод контурних струмів – один з найпопулярніших методів аналізу елек-

тричних кіл. Він дає змогу зменшити кількість невідомих до кількості хорд ґрафа.
Виразимо струми ребер через струми хорд згідно з (4.80)

Ip = -FIx.                                                      (5.16)

Підставляючи (5.16) у (5.14), одержуємо рівняння, записані за методом кон-
турних струмів

(Rx + FtRpF)Ix = Ex - FtEp.                                    (5.17)
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Струми хорд можна розглядати як струми головних контурів, утворених
під’єднанням хорди до ребер. Звідси й назва методу.

Приклад. Підставляючи (5.7), (5.9) у (5.17), одержуємо рівняння записані за
методом контурних струмів схеми електричного кола, зображеного на рис.5.1.

2 3 3 2 1 3

3 3 4 5 5 5 4 3

5 5 6 5 6 6 1

5 5 5 7

0 0

.
0
0

R R R I E E
R R R R R R I E

R R R R I E E
R R R J

+ − +
− + + −

=
+ +

+ ∞ ∞
   (5.18)

Останній рядок у матриці опорів і колонці ЕРС треба опустити, як такий, що
містить ∞. Струм I7 = J7.

Можна сформулювати просте правило безпосереднього запису (5.18). У ді-
аґоналі матриці коефіцієнтів фіґурують сумарні опори відповідних контурів.
Взаємні елементи - суми опорів, що одночасно належать взаємним контурам;
якщо контурні струми через ці опори протікають в одному напрямку, то їх
беремо зі знаком “+”, інакше – зі знаком “-”. Елементами правої колонки є су-
марні ЕРС даного контуру. Якщо вони скеровані за струмом контуру, то бе-
руться зі знаком “+”, інакше – зі знаком “-”.

Дане правило переконливо підтверджують рівняння (5.18).
Алґоритм аналізу кола.
Перші п'ять пунктів збігаються з пунктами алґоритму 5.3.
6. Підставляємо в (5.17) значення параметрів резисторів і джерел енерґії.

Розв’язуємо ці рівняння і знаходимо невідомі струми Ix.
7. Згідно з (5.16) обчислюємо струми Ip.
8. Згідно з (5.8) обчислюємо напруги віток Up, Ux.
9. Перевірку здійснюємо за (5.13).

5.6. Метод мiжвузлових напруг
Метод міжвузлових напруг – чи не найпопулярніший метод аналізу елект-

ричних кіл. Він дає змогу зменшити кількість невідомих до кількості ребер ґрафа.
Виразимо напруги хорд через напруги ребер згідно з (4.81)

Ux= FtUp.                                                   (5.19)

Підставляючи (5.19) у (5.15), одержуємо рівняння, записані за методом
міжвузлових напруг

(Gp + FGxFt)Up = Jp+ Fjx.                                    (5.20)

Напруги ребер можна розглядати як напруги між вузлами кола. Звідси й на-
зва методу. Якщо усі ребра сходяться до однієї й тієї ж вершини ґрафа (випадок
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рис.5.1), то напруги ребер можна розглядати як вузлові напруги окремих вузлів.
У такому разі кажуть про метод вузлових напруг.

Приклад. Підставляючи (5.7), (5.12) у (5.20), одержуємо рівняння записані
за методом міжвузлових (вузлових) напруг схеми кола, зображеного на рис.5.1

2 6 2 6 1 6 6

2 2 3 4 4 3 3 3

6 4 4 5 6 5 6 6 7

.
G G G G U g E

G G G G G U g E
G G G G G U g E J

+ + ∞ − − ∞ −
− + + − = −
− − + + +

         (5.21)

Перший рядок у матриці провідностей і колонці треба опустити, як такий,
що містить ∞. Напруга U1 = E1.

Тут також, як у випадку методу контурних струмів, можна сформулювати
просте правило безпосереднього запису (5.20). Пропонуємо це зробити
самостійно, як вправу.

Алґоритм аналізу кола.
Перші п’ять пунктів збігаються з пунктами алґоритму 5.4.
6. Підставляємо в (5.20) значення резисторів і джерел енерґії. Розв’язуємо

ці рівняння і знаходимо невідомі напруги ребр Up.
7. Згідно з (5.19) обчислюємо напруги хорд Ux.
8. Згідно з (5.10) обчислюємо струми Ip, Ix.
9. Перевірку здійснюємо за (5.13).

5.7. Метод перетворення
Метод перетворення, відомий ще як метод трансфіґурації. Його застосову-

ють до кіл з одним джерелом енерґії. Суть методу полягає у спрощенні структу-
ри кола. Невідомі одержують при зворотному ході від найпростішого до вихідно-

го кола.
Розрізняють чотири види сполучень

елементів у колі: послідовне, паралельне,
змішане і загальний випадок.

Послідовне сполучення. Послідовним
називається сполучення декількох еле-
ментів, що обтікаються одним і тим
самим струмом (рис. 5.2).

Структурні рівняння тут очевидні

U E I I I Ii
i

n

n
=
∑ = = = = =

1
1 2; . . .  .                        (5.22)

Рівняння елементів запишемо так

Ui=RiIi,  i = 1,2, ...,n.                                                (5.23)

Підставляючи (5.23) у (5.22), одержуємо

Рис. 5.2 . Послідовне сполучення
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1
;

n

i
i

RI E R R
=

= = ∑ .                                           (5.24)

Одже при послідовному сполученні додаються опори елементів. Таким
чином коло зводиться до найпростішого.

Паралельне сполучення. Паралельним називається сполучення декількох
елементів, що перебувають під однією і тією ж напругою (рис. 5.3).

Структурні рівняння кола тут очевидні

U U U E I In i
i

n

1 2
1

= = = = =
=
∑. . . ; .                   (5.25)

Рівняння елементів запишемо у вигляді

Ii = GiUi,    i = 1,2, ...,n.                  (5.26)

Підставляючи (5.26) у (5.25), маємо

I GU G Gi
i

n

= =
=
∑,

1

.          (5.27)

Отже, при паралельному сполученні дода-
ються провідності елементів.

Змішане сполучення. Комбінація послідовних і паралельних сполучень ут-
ворює змішане сполучення. Спрощення кола змішаного сполучення здійсню-
ється за правилами послідовного й паралельного сполучень.

Загальний випадок. Якщо сполучення елемен-
тів у колі не можна розглядати як послідовно-парале-
льні, то маємо загальний випадок (рис. 5.4). У такому
разі застосовують штучне перетворення трикутника
в зірку або, навпаки, зірки в трикутник. Так, якщо
верхній трикутник опорів на рис.5.4 перетворити у
зірку згідно з рис.5.5, то одержимо коло змішаного
сполучення, яке в подальшому спрощуватимемо за
правилами послідовно-паралельних сполучень.

Еквівалентні перетворення трикутника й зірки
треба здійснювати так, щоб решта кола не відчула цієї

заміни і не зазнала спотворень. Це досягається у той спосіб, що провідності між
вузлами 1, 2, 3 в обох випадках мусять бути однаковими. Згідно з (5.24), (5.27),
маємо

1 1 1

1 2 12 13 23R R R R R+
= +

+

Рис. 5.3. Паралельне
сполучення

Рис. 5.4 . Мостикова схема.
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1 1 1

1 1 1
1 3 13 12 23

2 3 23 12 13

R R R R R

R R R R R

+
= +

+

+
= +

+

                           (5.28)

Тут використана залежність між опорами й провідностями як вза-
ємооберненими величинами (R = 1/G, G = 1/R).

Якщо відомі опори трикутника R12, R13, R23, то відомий правий бік рівнянь
(5.28). Розв’язуючи їх відносно невідомих ліворуч, одержуємо формули переходу

від трикутника до зірки.

12 13
1

12 13 23

12 23
2

12 13 23

13 23
3

12 13 23

;

;

.

R RR
R R R

R R
R

R R R
R RR

R R R

=
+ +

=
+ +

=
+ +

               (5.29)

Якщо ж відомі опори зірки R1, R2, R3, то відомий
лівий бік рівнянь (5.28). Розв’язуючи їх відносно невідо-

мих праворуч, одержуємо формули переходу від зірки до трикутника.

1 2
12 1 2

3

1 3
13 1 3

2

2 3
23 2 3

1

;

;

R RR R R
R

R RR R R
R
R RR R R

R

= + +

= + +

= + +

                                      (5.30)

У формулах (5.29), (5.30) спостерігається чітка  закономірність, тому вони
дуже легко запам’ятовуються.

5.8. Метод еквівалентного ґенератора
Метод еквівалентного ґенератора відомий ще під назвою методу

активного двополюсника, або заступного двополюсника. Його застосовують у
тих випадках, коли треба визначити струм або напругу в одній із віток розгалу-
женого кола. Оскільки у такому випадку решта струмів і напруг нас не цікавлять,

Рис. 5.5. До перетворення
трикутника в зірку

та навпаки
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то резонно застосувати специфічний метод.
Виділимо в схемі електричного кола потрібну нам вітку, а решту кола позна-

чимо літерою A, яка означає, що коло є активним, тобто в ньому діють джерела
(рис. 5.6а). Розірвемо вітку і визначимо напругу в місці розриву Uxx, яку назвемо
напругою холостого стану. Відтак знову замкнемо вітку, але ввімкнемо два дже-
рела напруги Е = Uxx, скеровані в різні боки. Оскільки ці джерела компенсують
одне одного, то у вітці знову проходитиме реальний струм I (рис.5.6 б). Об’єд-

наємо верхнє джерело з рештою схеми. Воно компенсує дію джерел решти
схеми і надасть їй пасивного характеру, у результаті чого у вітці струм буде
відсутній (рис.5.6в). Якщо тепер ввімкнемо нижнє джерело, то воно діятиме
немов би в пасивній схемі (рис.5.6г), на що вказує літера П. За методом пере-
творення пасивну схему спростимо до еквівалентного опору RҐ. При цьому
треба враховувати внутрішні опори джерел. Якщо джерела ідеальні, то джерела
напруги треба закоротити, а вітки джерел струму розірвати. Остання схема від-
творює метод еквівалентного ґенератора - ґенератора з напругою Uxx і
внутрішнім опором RҐ.

З останньої схеми легко визначаємо шуканий струм

I
U

R R
=

+
xx

Ґ

.                                                      (5.31)

Формула (5.31) –  математичне відображення методу еквівалентного ґене-
ратора. Її зручність у тому, що напругу Uxx і опір RҐ обчислюємо лише один раз,
незалежно від зміни значення опору R. Користуючись будь-яким іншим ме-
тодом, треба було б кожного разу при зміні R перераховувати усе коло в цілому.

Напругу Uxx і опір RҐ знаходимо, як правило, розрахунковим шляхом. Якщо
ж це неможливо, з успіхом можна скористатися експериментом. Це робиться
так:

1. Розриваємо виділену вітку і в місці розриву вимірюємо напругу Uxx.
2. Закорочуємо вітку і вимірюємо струм короткого замикання Iкз.
3. Виходячи з (5.31 ) визначаємо RҐ = Uxx/Iкз.
У складних колах і колах з невідомими структурою або параметрами експе-

риментальне визначення Uxx і RҐ є єдино можливим.

Рис. 5.6. До рівняння еквівалентного ґенератора
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5.9. Контрольні запитання
1. Чому кола усталеного постійного струму є резистивні?
2. Які критерії вибору того чи иншого методу аналізу електричнх кіл?
3. До яких електричних кіл примінимий метод перетворення?
4. До яких електричних кіл примінимий метод еквівалентного ґенератора?
5. Якій основній умові задовольняють еквівалентні перетворення

трикутника в зірку й навпаки?
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6. ЕЛЕКТРИЧНI КОЛА СИНУСОЇДАЛЬНОГО СТРУМУ

6.1. Синусоїда. Властивостi синусоїдальних величин
Електричні кола синусоїдального струму найчастіше зустрічаються на

практиці. Це зумовлено тим, що промислові струм і напруга синусоїдальні.
Фізичні процеси в  таких колах значно складніші, ніж в колах постійного струму.
Отже й аналіз таких кіл набагато складніший.

У лінійному колі синусоїдального струму всі струми та напруги як джерел
електромаґнетної енерґії, так і споживачів, змінюються в часі за гармонічним

законом (див. рис. 6.1)

sin( ),mx X t= ω + ψ                      (6.1)

де Xm – амплітуда; ωt + ψ  – фаза; ψ – по-
чаткова фаза; ω = 2πf – кругова частота (f –
частота). Поряд з цими параметрами
синусоїди часто застосовується на практиці
період T = 1/f. Початкова фаза вважається
додатною, якщо x(0) > 0 і від’ємною, якщо
x(0) < 0. Промислові струм та напруга змі-
нюються з частотою  f = 50 Гц, на американ-

ському континенті – з частотою f = 60 Гц. Ці частоти продиктовано економічними
міркуваннями.

Діюче значення. У колах синусоїдального струму часто користуються по-
няттями діючого значення струму та напруги. У більшості випадків саме на ці
величини проґрадуйовані електровимірчі прилади. Діюче значення синусоїди X
є середньоквадратичним її значенням.

( )X
T

X t dtm

T

= +∫1 2 2

0

sin ω ψ  
.                                (6.2)

Після інтеґрування отримуємо:

/ 2.mX X=
(6.3)

Можна показати, що кількість тепла, виділена за період T, при проходженні
через резистор синусоїдального струму з діючим значенням I, дорівнює кількості
тепла, виділеній постійним струмом із значенням, що дорівнює I. Кажуть, що
діюче значення струму еквівалентне за тепловою дією постійному струмові.

Середнє значення. Середнє значення синусоїди за період дорівнює нулеві,
томуцю величину прийнято обчислювати не за період, а за півперіод

Рис. 6.1. Синусоїда та її
параметри
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( )X
T

X t dtm

T

= ∫2

0

2

sin ω .                                      (6.4)

 Після інтеґрування отримуємо:

X Xm= ⋅2 π
.                                            (6.5)

Постає лоґічне питання: чому в лінійному колі, незважаючи на чисельність
різноманітних елементів, струми і напруги яких у більшості випадків поєднані ди-
ференціальними залежностями, синусоїдальний процес не порушується. Щоб
відповісти на цe запитання, розглянемо дві властивості синусоїдальних величин.

Теорема про лінійну комбінацію. Лінійна комбінація – синусоїд однієї і
тієї ж частоти є синусоїдою даної частоти.

Отже, за умови (6.1)

sin( )

sin sin cos sin( ),

k k k mk k
k k

m y

y a x a X t

a t b t Y t

= = ω + ψ =

= ω + ω = ω + ψ

∑ ∑ (6.6)

де

2 2

cos ; sin );

; arctg( / ),

k mk k k mk k
k k

m y

a a X b a X

Y a b b a

= ψ = ψ

= + ψ =

∑ ∑
(6.7)

що і треба було довести.
Теорема про похідну. Похідна за часом від синусоїди є синусоїдою даної

частоти.
За умови (6.1)

/ sin( ) / sin( ),m x m yy dx dt dX t dt Y t= = ω + ψ = ω + ψ  (6.8)
де

0; 90 ,m m y xY X= ω ψ = ψ +                                     (6.9)
що і треба було довести.

6.2. Рiвняння основних двополюсних елементiв
Рівняння основних двополюсних елементів, – резистора, котушки індуктив-

ности, конденсатора, джерел напруги та струму, – розглянуті в розділі 4.1, як за-
значалося раніше, не пов’язані з родом струму і напруги. Отже, в колі синусої-
дального струму вони зазнають лише певних спрощень, зумовлених специ-
фічною формою струму і напруги.

Резистор. Згідно з теоремою про лінійну комбінацію (6.6), рівнянню рези-
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стора (4.20) надаємо вигляду

URm sin(ωt + ψRu) = RIRmsin(ωt + ψRi).                               (6.10)

Із рівності правих і лівих сторін (6.10) одержуємо

URm = RIRm,    ψRu = ψRi .                                        (6.11)

Отже, на резисторі амплітуди напруги і струму пов’язані законом Ома,
а фази збігаються.

Котушка індуктивности. Згідно з теоремами про лінійну комбінацію (6.6) і
про похідну (6.8) рівнянню котушки індуктивності (4.49) надаємо вигляду

ULm sin(ωt + ψLu) = ωLILmsin(ωt + ψLi + 90o).                         (6.12)

Із (6.12) випливає, що
0; 90 ,Lm L Lm Lu LiU X I= ψ = ψ +             (6.13)

де XL –  реактивний опір (реактанс) котушки

XL = ωL.                            (6.14)

Розмірність [XL] = Ом.
Таким чином, на котушці індуктивності

амплітуди струму й напруги пов'язані зако-
ном Ома, але фаза напруги випереджає фазу
струму на 90о.

Конденсатор. Згідно з теоремами про
лінійну комбінацію (6.6)  про похідну (6.8),
рівнянню конденсатора (4. 66) надаємо вигляду

0sin( ) sin( 90 ).Cm Ci Cm CuI t CU tω + ψ = ω ω + ψ +
(6.15)

Звідки одержуємо
0; 90 ,Cm C Cm Cu CiU X I= ψ = ψ −      (6.16)

де XC – реактивний опір (реактанс) конденса-
тора.

1/ .CX C= ω                                                  (6.17)

Розмірність [XC] = Ом.
Отже, на конденсаторі амплітуди струму й напруги пов’язані законом

Ома, але фаза напруги відстає від фази струму на 90o.
Зведені часові залежності струмів і напруг на резисторі, котушці індук-

Рис. 6.2. Часові залежності
напруг, струмів і потужнос-

тей пасивних елементів
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тивності та конденсаторі показані на рис. 6.2.
Джерело напруги. Джерело напруги в колі синусоїдального струму є сину-

соїдою
e = Em sin(ωt+ψe).                                              (6.18)

Джерело струму. Те саме стосується й джерела струму

j = Jm sin(ωt+ψj).                                                 (6.19)

Вирази (6.10), (6.12), (6.15), (6.18), (6.19) – шукані рівняння.

6.3. Вихідні рiвняння
Структурні рівняння кола синусоїдального струму запишемо безпосе-

редньо у вигляді (3.17), (3.60). Скориставшись теоремою про лінійну комбінацію
(6.6), одержуємо

sin( ), sin( ) 0.

sin( ), sin( ) 0.

mk ik mk jk
k

mk uk mk Ek
k

I t J t

U t E t

ω + ψ ω + ψ =

ω + ψ ω + ψ =

∑

∑ (6.20)

Доповнимо (6.20) рівняннями елементів (6.10), (6.12), (6.15)

U t RI tRmk Ruk Rmk Riksin( ) sin( ) ,ω ψ ω ψ+ = +

U t X I t

U t X I t

Lmk Luk L Lmk Lik

Cmk Cuk C Cmk Cik

sin( ) sin( ) ,

sin( ) sin( ) .

ω ψ ω ψ

ω ψ ω ψ

+ = + +

+ + = +

90

90

�

�
(6.21)

Вирази (6.20),(6.21) утворюють  повну  систему вихідних рівнянь кола сину-
соїдального струму. У цих рівняннях невідомими є не струми та напруги, а їх ам-
плітуди й початкові фази. Теоретично ці рівняння розв’язати можна, але не прак-
тично, бо потрібний надзвичайно великий обсяг обчислень. Таким чином, розв’я-
зати задачу звичним методом не вдається. Ми зайшли в безвихідь. Отже, треба
шукати обхідних шляхів. Такі шляхи були знайдені. Найефективніший з них веде у
простір комплексної змінної. Прокладений він був німецьким інженером Штей-
мніцем, що жив і працював у США. Цей метод одержав назву символічного.

6.4. Основи символічного методу
Комплексна площина. Адреса комплексного числа на комплексній площині

вказується двома числами: або проекціями на дійсну й уявну осі, або радіус-
вектором (модулем і кутом повороту) (рис. 6.3). За дійсною віссю на комплек-
сній площині відкладаються дійсні числа, за уявною – уявні. Уявним називається

число j = −1 , яке не має фізичного трактування, а розглядається лише як
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математична абстракція. Форми запису комплесного числа за першим і другим
способами рівнозначні, тому можна їх прирівняти

a jb Ae j+ = ϕ ,                                          (6.22)

де a, b – дійсна й уявна проекції; A, ϕ – модуль й арµумент.
Ліва сторона отримала назву алµебраїчної форми запису,
права – показникової. Кут ϕ, заміряний проти годинникової
стрілки від додатної дійсної осі, вважається додатним, за
годинниковою стрілкою – від'ємним. Прийнято оперувати
кутами, не більшими за ± 180o.

Дії над комплексними числами. Додавання й відніман-
ня   

( ) ( ) ( ) ( )a jb a jb a a j b b1 1 2 2 1 2 1 2+ ± + = ± + ±
      (6.23)

Множення й ділення

A e A e A A e A e A e
A

A
ej j j j j j

1 2 1 2 1 2
1

2

1 2 1 2 1 2 1 2ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ⋅ = =+ −( ) ( ); . (6.24)

Піднесення до степеня

( )Ae A ej n n j nϕ ϕ= .                                           (6.25)

Оскільки в процесі обчислень треба користуватися всіма діями, то треба
вміти переходити від однієї форми запису комплексного числа до іншої. Ці
переходи здійснюємо за ґеометричними побудовами рис. 6.3.

Перехід від алґебраїчної форми до показникової

A a b arctgb a= + =2 2 ; /ϕ . (6.26)

Перехід від показникової форми до алґебраїчної

a = Acosϕ;   b = Asinϕ.                                           (6.27)

Операції (6.26), (6.27) звичайно виконують на калькуляторі.
Зв’язок синусоїди з комплексною змінною. Зв’язок синусоїди з комп-

лексною змінною випливає безпосередньо з формули Ейлера

cos sin .je jϕ = ϕ + ϕ                                                   (6.28)

Надамо цій формулі вигляду за умови ϕ = ωt+ψ

X e X t jX tm
j t

m m
( ) cos( ) sin( )ω ψ ω ψ ω ψ+ = + + +  .              (6.29)

Звідки

Рис. 6.3.
Комплексна

площина
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( )( )sin( ) Im j t
m mx X t X e ω + ψ= ω + ψ = ,

                        (6.30)

де Im – оператор, що виділяє з комплексного числа уявну частину.
Скористаємося поняттям комплексної амплітуди

.j
m mX X e ψ=�                                                   (6.31)

Якщо в (6.31) поділити ліву й праву частини на 2  то, згідно з (6.3),
приходимо до комплексного діючого значення

.jX Xe ψ=� (6.32)
Причому

2 .mX X=� � (6.33)
Тоді вираз (6.30) набуває вигляду

2 Im( ).j tx Xe ω= � (6.34)

Ця залежність пов’язує миттєве значення синусоїди та її комплексну амп-
літуду.

Оскільки Im і je ω  не залежать ані від x, ані від 
mX� , то (6.34) доцільно

записати умовно

x X→ �                                                      (6.35)

пам’ятаючи, що стрілка уособлює дії, зазначені формулою (6.34).
Розглянемо три основні теореми символічного методу.
Теорема про лінійну комбінацію. Лінійна комбінація синусоїди однієї

і тієї ж частоти відображається аналоґічною комбінацією їх комплексних
амплітуд, або комплексних діючих значень.

Згідно з (6.6), (6.30), можемо записати

( )2 Im( ) 2 Im Im 2(j t j t j t
k k k k

k k
a X e a X e Yeω ω ω 

= = 
 

∑ ∑� � � .

Звідки

k k
k

a X Y=∑ � � .                                                 (6.36)

Доведення теореми здійснюється зіставленням (6.36) з виразом (6.6).
Теорема про похідну. Похідна за часом від синусоїди відображається мно-

женням її комплексної амплітуди або комплексного діючого значення на jω.
Якщо x визначається згідно з (6.8), то згідно з (6. 9), (6.29), (6.31), (6.33) маємо:
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0( 90 ) 90 .
o

x xj j jY Xe Xe e j Xψ + ψ= ω = ω = ω� �                             (6.37)

Доводимо теорему, зіставляючи (6.8) і (6.37)

, .dxx X y Y j X
dt

→ = → = ω� � �             (6.38)
Теорема про однозначність комплексного відображення. Якщо тотожні

синусоїди, то тотожні їх комплексні відображення.
Нехай дано синусоїди x і y, причому x = y. Це означає, що X = Y; ψx = ψy.

Комплексні відображення цих синусоїд, відповідно X Xe j X
.

= ψ іY Ye j Y
.

= ψ . Дваа
комплексні числа з рівними модулями (X = Y) і арґументами (ψx = ψy) – рівні між
собою. Отже, якщо

X Y=� �            .                                               (6.39)

Одержана  мінімальна інформація про комплексну змінну достатня для по-
будови комплексних рівнянь електричного кола синусоїдального струму.

6.5. Комплекснi параметри двополюсного елемента
Звернемося до двополюсника, зображеного на рис. 4.1.а. Цей елемент ха-

рактеризується незалежним струмом і та напругою u. Судити про природу еле-
мента за миттєвими значеннями струму та напруги у часовій області надто важ-
ко, оскільки дії над цими величинами втрачають резон. Зовсім інша справа в
комплексному просторі. Покажемо це.

Комплексні зображення струму і напруги елемента запишемо у такому ви-
гляді:

; .UI jjI Ie U Ue ψψ= =� �                                            (6.40)

Результатом ділення цих виразів одного на одний є повний комплексний
опір Z і повна комплексна провідність Y розглядуваного елемента

; ,
U I

I U

j j
j j

j j

U Ue I IeZ ze Y ye
I UIe Ue

ψ ψ
ϕ − ϕ

ψ ψ= = = = = =
� �
� �

(6.41)

де z, y - повний опір і повна провідність елемента; ϕ - кут зсуву фаз, причому

/ ; / ; .u iz U I y I U= = ϕ = ψ − ψ
                                  (6.42)

Повні комплексні опір і провідність подамо в алµебраїчній формі

;Z R jX Y g jb= + = − ,
                                   (6.43)

де R, X – активний і реактивний опори елемента; g, b – активна й реактивна
провідності елемента. Згідно з (6.28), (6.41)
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cos ; sin ; cos ; sinR z X z g y b y= ϕ = ϕ = ϕ = ϕ  ..       
           (6.44)

Звідки

z R X y g b= + = +2 2 2 2; .                                   (6.45)
Оскільки згідно з (6.41) Z і Y є взаємно оберненими величинами, то ми

можемо легко встановити зв’язок між активними й реактивними опорами й
провідностями.

R jX
g jb

g jb

g jb

g

g b
j

b

g b

g jb
R jX

R jX

R jX

R

R X
j

X

R X

+ =
−

⋅
+

+
=

+
+

+

− =
+

⋅
−

−
=

+
−

+

1

1

2 2 2 2

2 2 2 2

,

.
 (6.46)

Прирівнюючи дійсні й уявні частини комплексних чисел, одержуємо

R
g

g b
X

b

g b
g

R

R X
b

X

R X
=

+
=

+
=

+
=

+2 2 2 2 2 2 2 2; ; ; .       (6.47)

Таким чином, комплексними параметрами двополюсника є: повний
комплексний опір Z і його модуль z, повна комплексна провідність Y  і її модуль
y, активний R і реактивний X опори, активна  g і реактивна b провідності.

6.6. Комплексні рівняння електричного кола
Триµонометричні рівняння електричного кола (6.19)- (6.21), згідно з (6.34)

можуть бути записані в області комплексного відображення.
На підставі теорем про лінійну комбінацію (6.36), про однозначність комп-

лексного відображення (6.39), структурні рівнянням (6.19), (6.20) будуть

0; , 0.k k k
k k

I E U= =∑ ∑� � �                                    (6.48)

На підставі всіх трьох теорем символічного методу (6.36), (6.38), (6.39)
рівняння елементів (6.21) будуть

; ; .Rk k Rk Lk Lk Lk Ck Ck CkU R I U jX I U jX I= = = −� � � � � �   (6.49)

При виведенні (6.49) використані залежності ej 90o= j,  1/j = - j.
Вирази (6.48), (6.49) утворюють повну систему комплексних вихідних рівнянь

електричного кола синусоїдального струму.
Рівняння елементів (6.49) згідно з (6.43) можна уніфікувати

k k kU Z I=� � .                                                                            (6.50)
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причому, Z R Z jX Z jXRk k Lk Lk Ck Ck= = = −; ; .
На підставі (6.48),(6.50) можна записати всі з розглянутих у попередньому

розділі методи аналізу електричних кіл. Їх вигляд буде такий самий, лише замість
струмів і напруг фіµуруватимуть їх комплексні діючі значення.

Структурним рівнянням (6.48) можна надати матричного вигляду, подібно
до (4.80), (4.81)

р p0; 0x x tI FI U FU+ = − =� � � � ,                                   (6.51)

а рівнянням елементів (6.50) - подібно до (5.83)

p p p p ; x x x xU E Z I U E Z I= − = −� � � � � � ,                                (6.52)

або подібно до (5.10)

p p p p ; x x x xI J Y U I J Y U= − = −� � � � � � .                                 (6.53)

Структурні рівняння (6.51) і рівняння елементів (6. 52) або (6.53) утворюють
повну систему вихідних рівнянь електричного кола синусоїдального струму в
символічній формі. Ці рівняння за формою повністю збігаються з аналоµічними
рівняннями кола постійного струму. Тільки тут фіµурують не струми і напруги,
а їх комплексні чинні значення, не опори і провідності віток, а їх повні комплексні
опори і провідності. Наслідок цього - повний збіг рівнянь, записаних тим чи
іншим методом. Запишемо по аналоґії деякі з них.

Метод струмів. Подібно до (4.80), (5.14) маємо

р p р р; 0.x x t x t xZ I F Z I E F E I FI− = − + =� � � � � �                  (6.54)

Метод напруг. Подібно до (4.81), (5.15) запишемо

p p p p; 0.x x x x tY U FY U J FJ U FU+ = + − =� � � � � �                    (6.55)

Метод контурних струмів. Згідно з (5.16), (5.17) маємо

( )р р р; .x t x x t xZ F Z F I E F E I FI− = − = −� � � � �               (6.56)

Метод вузлових напруг. Згідно з (5.19), (5.20) запишемо

( )p p p p; .x t x x tY FY F U J FJ U FU+ = + =� � � � �                              (6.57)

Метод перетворення. Формули послідовного (5.24) та паралельного (5.27)
сполучень будуть

1 1
; .

n n

k k
k k

Z Z Y Y
= =

= =∑ ∑                                           (6.58)

Формули переходу від трикутника до зірки (5.29) набувають вигляду
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12 13
1

12 13 23

12 23
2

12 13 23

13 23
3

12 13 23

;

;

.

Z Z
Z

Z Z Z
Z ZZ

Z Z Z
Z Z

Z
Z Z Z

=
+ +

=
+ +

=
+ +

(6.59)

Формули переходу від зірки до трикутника (5.30) будуть

1 2
12 1 2

3

1 3
13 1 3

2

2 3
23 2 3

1

;

;

.

Z ZZ Z Z
Z

Z Z
Z Z Z

Z
Z Z

Z Z Z
Z

= + +

= + +

= + +

                                          (6.60)

Метод еквівалентного ґенератора. Згідно з (5.31) маємо

Ґ

.xxU
I

Z Z
=

+

�
.                                                  (6.61)

Особливості алґоритму аналізу електричних кіл символічним методом.
Алґоритми аналізу електричних кіл за тим чи іншим методом залишаються та-
кими самими, як і у випадку кіл постійного струму, але з двома суттєвими допов-
неннями.

1. Напруги і струми джерел згідно з (6.34) необхідно подати їх комплексними
відображеннями.

2. Після обчислення комплексних відображень струмів і напруг їх необхідно
згідно з (6.30) перевести у часову область – замінити відповідними синусоїдами.

Перевірка здійснюється також згідно з балансoм потужності. Але це
питання буде окремо розглянуте пізніше, після визначення потужності в колі си-
нусоїдального струму.

Приклад. Особливості аналізу кіл синусоїдального струму символічним
методом покажемо стосовно до схеми електричного кола, зображеного на
рис.6.4 (метод перетворення).

Дано: 1 2 3 3sin( ), , , , .me E t L R R C= ω + ψ
Знайти: i1, i2, i3, u1, u2, uR3, uC3.
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Хід розв’язання.

1. Записуємо комплексне діюче значення ЕРС: jE Ee ψ=� .
2. Обчислюємо опори котушки індуктивності X1 = ωL1 і конденсатора

X C3 31= ω .
3. Визначаємо повний комплексний опір

третьої вітки як послідовне сполучення її
елементів:

3
3 3 3 3 .jZ R jX z e ψ= − =

4. Визначаємо повний комплексний опір
паралельних віток :

Z
R Z e

R R jX

j

23
2 3

2 3 3

3

=
+ −

ψ

( )
.

5. Визначаємо загальний комплексний опір: 1 23.Z jX Z= +
6. Визначаємо комплексні чинні значення струму і напруги першої вітки

1 1 1 1/ ; .I E Z U jX I= =� � � �
7. Визначаємо комплексне діюче значення напруги на паралельних вітках:

2 1 23.U I Z=� � .

8. Визначаємо комплексні діючі значення струмів паралельних віток:

2 2 2 3 2 3/ ; / .I U R I U Z= =� � � �

9. Визначаємо комплексні діючі значення напруг третьої вітки:

3 3 3 3 3 3; .R CU R I U jX I= = −� � � �
3 3 3 3 3 3; .R CU R I U jX I= = −� � � �

10. За формулою зворотного переходу до часової області (6. 34) від
комплексних діючих значень струмів і напруг переходимо до відповідних сину-
соїд з їх амплітудами та початковими фазами.

6.7. Топоґрафічні векторні діаґрами
Відображення  структурних  рівнянь на комплексній площині називається

векторними діаґрамами. Відображення структурних рівнянь струмів
називаються векторними діаґрамами струмів, а відображення структурних
рівнянь напруг – векторними діаґрамами напруг. Можливе об’єднання цих
діаґрам в одну – спільну. Якщо напруги елементів у структурних рівняннях роз-
ташовані одна за одною в тій послідовності, у якій розміщені елементи в контурі,
то відповідні цим рівнянням векторні діаґрами називаються топоґрафічними. У
докомп’ютерний час векторні діаґрами часто використовувалися для перевірки
правильності розрахунків. У наш час вони мають винятково декоративний ха-

Рис. 6.4. Схема
електричного кола
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рактер, і все рідше та рідше застосовуються на практиці.
Приклад. Побудуємо векторну топоґрафічну діаґраму напруг і струмів для

схеми електричного кола, зображеного на рис.6.4.
Якщо друга вітка відноситься до ребра, а перша й третя до хорд ґрафа, стру-

ктурні рівняння набирають вигляду

2 1 2 3 3 1 2 30; 0; .R CU U E U U U I I I+ − = − − = = +� � � � � � � � �
(6.62)

Векторні побудови згідно з (6.62) показані на
рис. 6.5. Звертаємо увагу на те, що діаґрама побудо-
вана якісно за правилами, згідно з якими струм і
напруга на резисторі збігаються за напрямками, на
котушці індуктивності струм відстає від напруги на
90o, a на конденсаторі струм випереджає напругу на
90o. Щоб краще орієнтуватися у векторах, номери
вузлів схеми перенесені на векторну діаґраму.

Векторні діаґрами чудово ілюструють фазові
зміщення струмів і напруг у колі. У цьому їх важливе

пізнавальне значення. Справжнім критерієм правильності розрахунків, як і дотепер,
є баланс потужності в колі. Але щоб його скласти, треба спершу розглянути пи-
тання потужності в колі синусоїдального струму.

6.8. Потужність
Миттєва потужність. Вираз потужності елемента (4.73) не залежить від роду

струму і напруги. Отже він придатний і для синусоїдальних залежностей. Таким
чином миттєва потужність буде

p I t U tm i m u= + ⋅ +sin( ) sin( )ω ψ ω ψ ,                       (6.63)

Застосувавши теорему: 2sin sin cos( ) cos( )α β = α − β − α + β  до (6.63), згідно
з (6.3), (6.42) одержуємо

cos cos(2 ).i up UI UI t= ϕ − ω + ψ + ψ    ,       
                   (6.64)

Як бачимо, потужність у колі синусоїдального струму має дві складові -
постійну в часі та пульсуючу з подвійною частотою. Миттєві потужності окремих
елементів показані на рис.6.2. Остання складова створює певні незручності в
користуванні миттєвою потужністю. Тому була введена так звана активна
потужність.

Активна потужність. Активна потужність - середнє значення потужно-
сти за період

P
T

pdt
T

= ∫1
0

.                                                    (6.65)

Рис. 6.5. Векторна
діаґрама схеми рис. 6.4
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Підставляючи (6.64) у (6.65), одержуємо

P UI= cosϕ .                                                 (6.66)
Як бачимо, активна потужність визначається не лише значеннями струму

і напруги елемента, але й фазовим зсувом між ними. Множник cosj називають
коефіцієнтом потужності. Оскільки він набуває господарського, а значить і ко-
мерційного значення, то він є величиною реµламентованою і заниження його
карається. Тому на практиці розроблені ефективні засоби, які дають змогу екс-
плуатувати електрообладнання, не порушуючи реµламенту. Це господарське за-
вантаження електрообладнання, підмикання додаткових конденсаторів або
синхронних компенсаторів тощо. Одиниця вимірювання [P] = Вт.

Реактивна потужність. Для контролю за коефіцієнтом потужності була вве-
дена розрахункова величина, позбавлена фізичного змісту, – так звана реактивна
потужність Q

Q UI= sin ϕ .                                                  (6.67)

Одиниця вимірювання [Q] = ВАр (вольт-ампер реактивний).
Хоча часто зустрічаються спроби надати Q фізичного змісту, але всі вони

не витримують критики.
Повна потужність. Повна потужність S була введена услід за реактивною

потужністю
S =UI.                                                         (6.68)

Вона також позбавлена фізичного змісту, але її можна трактувати як мож-
ливу максимальну активну потужність при заданих струмі та напрузі (cosϕ = 1).

Одиниця вимірювання [S] = ВА (вольт-ампер).
Згідно з (6.68) виразам (6.66), (6.67) можна надати вигляду

P S Q S= =cos ; sinϕ ϕ .                                  (6.69)

Якщо піднести до квадрата ліву та праві частини (6. 69) і скласти результати,
одержимо

S P Q= +2 2  .                                                 (6.70)

Повна комплексна потужність. Помноживши другий вираз (6.69) на j і
додавши до нього перший, згідно з (6. 28) одержуємо

.jS P jQ Se ϕ= + =�  (6.71)

де S�  – повна комплексна потужність. Її обчислюємо згідно з (6.28), (6.40), (6.42)

,u ij jjS UIe Ue Ie UIψ − ψϕ= = =
�� � (6.72)

де I
�

 - спряжене комплексне діюче значення струму..
Беручи до уваги (6.71), (6.72) можна записати

; Re( ); Im( ).S UI P UI Q UI= = =
� � �� � � � (6.73)
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Формули (6.73) дають змогу за комплексними чинними значеннями струму
та напруги обчислити активну, реактивну і повну потужності елемента.

Потужності окремих елементів. Розглянемо потужність усіх трьох основних
елементів - резистора, котушки індуктивності, конденсатора.

1. Резистор. Згідно з (6.11), (6.42) ϕR = ψuR - ψiR = 0. Тому згідно з (6.68), (6.69)

P UI QR R= =; 0 .                                            (6.74)

2. Котушка індуктивності. Згідно з (6.13), (6.42) jL = yuL - yiL = 900. Тому
згідно з (6.68), (6.69)

P Q UIL L= =0 ; .                                           (6.75)

3. Конденсатор. Згідно з (6.16), (6.42) ϕC = ψuC - ψiC = -900. Тому згідно з (6.68),
(6.69)

P Q UIC C= = −0; .                                      (6.76)

Аналізуючи (6.74) - (6.76) бачимо, що резистор є споживачем лише активної
потужности, а котушка індуктивности є споживачем лише реактивної потужнос-
ти. Що ж до конденсатора, то він є ґенератором реактивної потужности. Нагада-
ємо, що в нормованій системі споживача (а наші елементи саме так застрілко-
вані) знак “+” указує на режим споживання, а “-” – на режим ґенерування по-
тужности.

Приклад. Покажемо, як конденсатор покращує коефіцієнт потужности
послідовно сполучених резистора та котушки індуктивності (див. рис. 6.6). Це
найпростіше показати на векторій діаґрамі.

У схемі протікає струм I = IL, що відстає на деякий кут j від напруги, ос-
кільки коло має активно-індуктивний характер. Якщо нашу вітку узбочити кон-
денсатором, то його струм випередить напругу на 90o. Сумарний струм I знахо-

димо за першим законом Кірхгофа як векторну суму .L CI I I= +� � � . Струм I тепер
відстає на кут ϕ2 <  ϕ1 від напруги, а це значить, що cos ϕ2 > cos ϕ1 Зрозуміло,
що конденсатор можна підібрати таким, щоб одержати  ϕ = 0 або навіть ϕ2 < 0,
тобто схему перевести в режим ґенератора реактивної потужности.

Зрозуміло, що до цих результатів можна прийти аналітично, записавши
повні комплексні опори для обох схем. Пропонуємо розв’язати у такий спосіб
задачу самостійно, як вправу.

Баланс потужности. Баланс потужності в колі синусоїдального струму
згідно з (4.84), (6.73) набуває вигляду

0.k k
k

U I =∑
�� (6.77)

Вираз (6.77) можна записати почленно для джерел і споживачів елект-
роенерґії.
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.k Ek Jk Jk k k
k k k

E I U I U I+ =∑ ∑ ∑
� � �� � � (6.78)

Цей вираз передбачає стрілкування споживачів у нормованій системі спо-
живача, а джерел – у нормованій системі ґенератора. Інакше кажучи, ліворуч
фіґурує алґебраїчна сума (коли стрілки джерел збігаються за напрямком зі
стрілками напруг або струму – то зі знаком плюс, інакше - зі знаком мінус), а
праворуч завжди арифметична, (бо споживачів завжди подаємо у нормованій
системі споживача).

Вирази (6.77), (6.78) заздалегідь передбачають баланс активної і реактивної
напруженості. Це – універсальний засіб
перевірки правильності аналізу кола.

При потребі (6.77) можна надати мат-
ричного вигляду (5.13).

6.9. Резонанс
Явище резонансу притаманне будь-якій

фізичній системі. Резонанс виникає тоді, коли
власна частота системи збігається з часто-
тою збурюючого сиґналу. В електричному

колі резонанс може виникнути лише при одночасній наявності котушок
індуктивності та конденсаторів. Математична умова резонансу в такому
випадку має вигляд:

Im(Z)=0,   Im(Y)=0.                                (6.79)

Резонанс може виникати як в усьому колі, так і на окремих його ділянках.
У такому разі вираз (6.79) стосується також кола в цілому або окремих його діля-
нок.

Резонанс може виконувати як корисну, так і шкідливу роль. У першому ви-
падку коло заздaлегідь проектується для резонансного режиму роботи, у друго-
му випадку воно проектується так, щоб умова резонансу не виконувалася. У ре-
зонансних режимах працюють електричні контури теле- і радіоапаратури. Саме так
вони настроюються на робочу частоту. Непередбачений резонанс може привес-
ти до руйнування електричного кола.

У теорії електричних кіл розрізняють резонанс напруг і резонанс струмів.
Резонанс напруг виникає при послідовному сполученні елементів, а резонанс
струмів – паралельному.

Резонанс напруг. Цей вид резонансу покажемо на найпростішому прикладі
– послідовно сполучених елементів R, L, C. Повний комплексний опір у такому
разі буде: Z = R + j(XL - XC). Отже, умова резонансу згідно з (6.79) очевидно: XL -
XC = 0, або в розгорнутому вигляді

ωL = 1/ωC.                                                  (6.80)

Рис.6.6. До покращання сosϕ
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Умову (6.80) можна забезпечити трояко:
1. L = const, C = const, ω = var; розв’язуючи (6.80) стосовно w одержимо

ω0 1= / LC .
2. L = const, ω = const, C = var; розв’язуючи (6.80) стосовно C, матимемо

( )C L0
21= / ω .

3. C = const, ω = const, L = var; у такому разі  ( )L C0
21= / ω .

Приклад . Розрахувати резонансний режим в електричному колі,
утвореному послідовно сполученими елементами:

2 sin ; 10; 1000.L Ce t R X X= ω = = =
1. Обчислюємо комплексне чинне значення струму:

/( ( ) 1.L CI E R j X X= + − =� �
2. Обчислюємо діючі значення напруг:

1000; 1000; 1.L L C C RU jX I j U jX I j U RI= = = − = − = =� � � � � �

Уже з цього простенького прикладу випливає, що з колами змінного струму
треба поводитися обережно. Здавалося б, що в колі, де діє джерело напруги в 1В,
небезпек не повинно виникати, але насправді, як видно з розрахунків, на окремих
елементах виникає напруга 1000 вольтів. Зрозуміло, що при іншому співвідно-
шенні параметрів елементів резонансна напруга може досягати як завгодно ве-
ликих значень. Про значення резонансної напруги судять за добротністю кола

/Q X R= , де L CX X X= = . Оскільки у нашому прикладі Q = 1000, то й пе-
ренапруга дорівнює саме цьому значенню.

Резонанс струмів. Природу резонансу струмів відтворимо також на
найпростішому прикладі - паралельно сполучених елементах R, L, C. Оскільки

повна комплексна провідність Y g j b bL C= − −( ) , то згідно з (6.79) умова ре-
зонансу b bL C− = 0 . У розгорнутому вигляді вона фактично збігається з (6.80)

1/ .L Cω = ω                                                       (6.81)
Отже, забезпечити її також можна трояко, як у попередньому випадку

резонансу напруг.
Приклад. Розрахувати резонансний режим в електричному колі,

утвореному паралельно сполученими елементами: e t= 2 sinω , g = 1 Cм, bL
= bC = 1000 Cм.

1. Обчислюємо комплексні діючі значення струмів пасивних елементів:

1; 1000; 1000.g L L C CI gE I jb E j I jb E j= = = − = − = =� � � � � �
2.Обчислюємо комплексне діюче значення струму джерела:



9 9

1.g L CI I I I= + + =� � � �
Отже, незважаючи на те, що загальний струм даного кола не перевищує

одного ампера, струм окремих елементів у тисячу разів більший, бо саме така

добротність кола Q b g= / , де b b bL C= = . Зрозуміло, що при іншій доб-
ротності це співвідношення може мати будь-яке значення.

Як користуватися формулами (6.79) у загальному випадку, покажемо на
прикладі кола змішаного сполучення: послідовно сполученого конденсатора з
паралельним сполученням котушки індуктивності та резистора. Повний
комплексний опір кола у такому разі, відповідно до (6.79), набуває вигляду

Im
Rj L
R j L

j
C

R L
R L C

ω
ω ω

ω

ω ω+
−









 =

+
− =

1 1
0

2

2 2 2 .

Треба пам’ятати, що лише дійсні додатні корені цього рівняння визначають
реальні резонансні значення опору, індуктивності з ємністю та частоти. А це оз-
начає, що не завжди зміною того чи іншого параметра у складному колі можна
добитися резонансу, як це спостерігалося у найпростіших випадках (6.80) і (6.81).
Отже, рівняння (6.79) потребують додаткового дослідження на існування зони до-
датних дійсних коренів.

6.10.  Рівняння індуктивно зв’язаних котушок
Диференціальні рівняння. Рівняння котушки індуктивности (4.39), згідно з

законом електромаґнетної індукції, не має застережень щодо походження
маґнетного потоку. При виведенні (4.39) ми вважали, що він зумовлений  влас-
ним струмом котушки. Тепер цю умову скасуємо і вважатимемо, що маґнетний
потік котушки ґенерується як власним струмом, так і струмами сусідніх коту-
шок, при цьому не виключається випадок, коли власний струм взагалі відсутній.
У лінійних системах, згідно з (1.22), (2.22), (3.6), (4.22) можемо записати залежність
потокозчеплення і-ї котушки від струмів усіх n взаємозв’язаних котушок

1
, 1,2,..., ,

n

i i i ik k
k

L i M i i n
=

ψ = + =∑      (6.82)

де  L – коефіцієнт самоіндукції; Mik – коефіцієнт взаємоіндукції.
Тепер коефіцієнт самоіндукції (індуктивність котушки) визначає лише ту

частину потокозчеплення i-ї котушки, що зумовлена власним струмом,
коефіцієнт взаємоіндукції – ту частину потокозчеплення i-ї котушки, що зумов-
лена струмом сусідньої k-ї котушки.

Зрозуміло, що дві котушки можуть або підсилювати маґнетне поле одна
однієї або послаблювати його. Це залежить від їх просторового розміщення і
напрямку струмів. Отже, на відміну від коефіцієнта L, який завжди додатний,
коефіцієнти Mik можуть бути як додатними, так і від’ємними. Eлектрична схема
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при наявності явища взаємоіндукції мусить мати додаткову інформацію про
знаки коефіцієнтів Mik. Для цього позначають початки обмоток котушок. Найчас-
тіше це робиться за допомогою зірочок (рис. 6.7). Якщо струми взаємозв’яза-
них котушок зорієнтовані до початків або кінців обмоток, то коефіцієнт взаємо-
індукції між ними вважається додатним, (рис. 6.7а,в) при іншій орієнтації струмів
– від’ємним (рис. 6.7б,г).

Підставляючи (6.82) у (4.36), одержуємо систему диференціальних рівнянь
індуктивно зв’язаних котушок індуктивности

1;

, 1,2,..., .
n

i k
i i i i ik

k k i

di diu ri L M i n
dt dt= ≠

= + + =∑                     (6.83)

Як правило, Mik= Mki.
Якщо в (6.83) прийняти ri = 0, то одержимо ди-

ференціальні рівняння ідеальних індуктивно
зв’язаних котушок індуктивности.

Комплексні рівняння. У колі синусоїдально-
го струму рівняння (6.83), згідно з (6.36), (6.38),
(6.39) можемо алґебраїзувати

1;

( ) , 1, 2,..., ,
n

i i i i ik k
k k i

U r jX I jX I i n
= ≠

= + + =∑� � �

(6.84)
де Xi, Xik – власний і взаємний індуктивні опори i-
ї котушки

X L X Mi i ik ik= =ω ω;
.                                       (6.85)

Одиниці вимірювання [Xi] = Ом; [Xik] = Ом.
Передача активної потужності взаємоіндуктивними зв’язками. Покажемо,

що при зсуві фаз між струмами індуктивно зв’язаних котушок, що не дорівнює
0 і π, через взаємоіндуктивні зв’язки передається активна потужність.

Активна потужність ідеальної котушки згідно з (6. 73), (6.74) буде

1; 1;

Re sin( ).
n n

i i ik k i ik i k i k
k k i k k i

P jX I jX I I X I I
= ≠ = ≠

  
= + = ψ − ψ     

∑ ∑
�� � � �           (6.86)

Якщо ψi > ψk, то котушка через k-й індуктивний зв’язок споживає активну
потужність і, навпаки, якщо ψi < ψk, то вона віддає активну потужність через цей
зв’язок.

6.11. Особливості аналізу електричних кіл із
               взаємоіндуктивними зв’язками

Структурні рівняння (6.51) електричного кола залишаються без змін, як  не
пов’язані з природою елементів, а лише їх поєднанням між собою. Зате рівняння

Рис. 6.7. До визначення
знаку коефіцієнта

взаємоіндукції
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елементів, безпосередньо пов’язані з природою елементів, (6.52) ускладнюються

p p p p p p p; ,x x x x x x xU E Z I Z I U E I Z Z I= − − = − −� � � � � � � �             (6.87)

де Zp, Zpx, Zxp, Zx – субматриці матриці повних комплексних опорів,   усі вони
відображають наявні індуктивні зв’язки між котушками віток, причетних до ребер
і хорд  ґрафа.

Покажемо дуже просту техніку формування субматриць повних
комплексних опорів у колах із індуктивними зв’язками. Для цього сформуємо

єдину матрицю

p p

p

.x

x x

Z Z
Z

Z Z
=                      (6.88)

Діаґональні елементи цієї матриці -
власні опори віток, причетних до ребер і
хорд ґрафа, а взаємні – відображають вза-
ємоіндуктивні зв’язки між окремими вітка-
ми за правилами, що проілюстровані на
рис. 6.8.

Приклад. На рис. 6.8 зображено схему
електричного кола з індуктивними зв’язками і її ґраф. У дерево ґрафа увійшла
друга вітка, а в доповнення до дерева – перша, третя та четверта. В такому разі
матриця (6.88) набирає вигляду

12 21 23

12 1 1

32 3 3 34

43 4 4

.
( )L C

jX jX jX
jX R jX

Z
jX j X X jX

jX R jX

−
− +

=
− −

− +
                     (6.89)

Ідентифікація відповідних субматриць установлюється безпосереднім спів-
ставленням (6.88) і (6.89).

Структурні рівняння (6.48) і рівняння елементів (6. 87) утворюють повну
систему вихідних рівнянь електричного кола з індуктивними зв’язками, записаних
у символічній формі.

Метод струмів. Підставляючи (6.87) у (6.51), одержуємо рівняння, записані
за методом струмів

p p p p p p0; ( ) ( ) .x x t x x x t xI FI Z F Z I Z F Z I E FE+ = − + − = −� � � � � �                (6.90)

Метод контурних струмів. Вилучаючи з (6.90) pI� , одержуємо рівняння,
записані за методом контурних струмів

Рис.6.8. Коло зі взаємоіндуктив-
ними зв’язками та його ґраф
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p p p p( ) .x t t x x x xZ F Z F F Z Z F I E FE+ − − = −� � �                  (6.91)

Метод вузлових напруг. Розв’язуючи (6.89) стосовно Ip, Ix, одержуємо

p p p p p

p p p

( ) ( );

( ) ( ).
x x x

x x x x x

I Y E U Y E U

I Y E U Y E U

= − + −

= − + −

� � � � �

� � � � �                                   (6.92)

де Yp, Ypx, Yxp, Yx – субматриці матриці повних комплексних провідностей (Y =
= Z -1), причому Z - матриця (6.88).

Вилучаючи із системи (6.51), (6.92) p , , ,x xI I U� � �  одержуємо рівняння, записані
за методом вузлових напруг

p p p p p p p p( ) ( ) ( ) .x t x x t x x x xY FY F FY Y F U Y FY E Y FY E+ + + = + + +� � � (6.94)

Труднощі, пов’язані з обертанням матриці Z, часто ускладнюють засто-
сування методу вузлових напруг у колах зi взаємоіндуктивними зв’язками.

Баланс потужности в колах зi взаємоіндуктивними зв’язками виражається
формулою (6.78), що незалежна від внутрішньої природи елементів.

6.12. Контрольні запитання
1. Чим пряснюється незнищенність синусоїдальности струму й напруги в

лінійних електричних колах?
2. У чому основна перевага символічного медоду аналізу електричних кіл?
3. Що спільного між комплксним відображенням синусоїди й синусоїдою?
4. Які математичні критерії формального збігу методів аналізу кіл постій-

ного струму й синусоїдального в комплексній формі?
5. Яка фізична підстава активної потужности в колі періодичного струму?
6. Які види потужности мають фізичний зміст?
7. Чим зумовлений знак коефіцієнтра взаємоіндукції?
8. Чим зумовлений резонанс в колах синусоїдального струму?
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Рис. 7.1 . Схема трифазного
джерела напруги

7. ТРИФАЗНI КОЛА

7.1. Особливості структури
Будь-яке джерело живлення, що має декілька полюсів, між якими діють на-

пруги однієї і тієї ж частоти, але зміщені одна стосовно іншої за фазами, прийня-
то називати багатофазним. Електричні кола, у яких діють багатофазні джерела,
називають також багатофазними. За кількістю фаз  багатофазні  джерела  та  кола
поділяються  на дво-, три-, чотирифазні і т.д. Згідно з такою класифікацією елек-
тричні кола, що розглядалися в попередніх розділах, можна назвати однофазними.
В електроенерґетиці, завдяки найбільшій економічності та технічній досконалості,
майже винятково застосовують трифазні кола.

Трифазне джерело. Трифазне джерело можна подати трьома однофазними
джерелами однієї і тієї ж частоти з рівними амплітудами і фазами, зміщеними

на 120o (рис. 7.1)

0

0

sin( );

sin( 120 );

sin( 120 ).

A m

B m

C m

e E t
e E t
e E t

= ω + ψ

= ω + ψ −

= ω + ψ +
(7.1)

Таке джерело прийнято називати си-
метричним. У несиметричному джерелі
як амплітуди, так і зсуви фаз можуть
відрізнятися між собою. Ми розляда-
тимемо лише симетричні трифазні дже-

рела. Окремі фази прийнято позначати латинськими літерами A, B, C.
У символічному записі (7.1) набуває вигляду

0 0( 120 ) ( 120 ); ; .j j j
A B CE Ee E Ee E Eeψ ψ− ψ+= = =� � �               (7.2)

Окремі фази трифазного джерела можуть бути сполучені у трикутник або
зірку.

Трифазний споживач. На трифазний споживач особливих умов не накла-
дається. Як правило, це можуть бути будь-які три однофазні споживачі, сполу-
чені також у трикутник або в зірку. У симетричного трифазного споживача му-
сять бути рівними повні комплексні опори усіх трьох фаз.

Трифазне коло. Трифазне коло складається з трифазних джерел та спо-
живачів. Окремі компоненти їх називаються фазами. Струми та напруги окремих
фаз джерел і споживачів називаються фазними. Провідники, що з’єднують дже-
рела зі споживачами, називаються лініями. Струми ліній і напруги між лініями
прийнято називати лінійними. Залежно від схеми сполучення фаз джерел і спо-
живачів розрізняють такі комбінації: зірка-зірка, зірка-зірка з нейтраллю, зірка-
трикутник, трикутник-зірка, трикутник-трикутник. Зрозуміло, що ця класифікація
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стосується найпростіших трифазних кіл. У загальному випадку трифазні кола
можуть мати як завгодно розгалужену структуру з багатьма споживачами і дже-
релами з різноманітним сполученням їх фаз. Ми зупинимося лише на найпрос-
тіших трифазних колах за схемами зірка-зірка і трикутник-трикутник. Незважаючи
на їх відносну простоту, аналіз цих кіл розкриває основні особливості аналізу
трифазних кіл більшої складности. Складне розгалужене трифазне коло за мето-
дом перетворення завжди можна звести до названих комбінацій.

Аналіз трифазних кіл можна здійснити будь-яким із розглянутих нами
методів, але, виходячи з особливостей структури цих кіл, тут склалися певні
традиції.

7.2. З'єднання  зірка-зірка

Схема найпростішого трифазного такого кола  наведена на  рис. 7.2.
Присутність чи відсутність нейтралі відтворюється ключем.

Пріоритет тут, безперечно, за методом вузлових напруг. Узявши як вузлову
напругу напругу між нейтральними точками джерела й споживача, рівнянню
надаємо вигляду

0
0

.A A B B C C

A B C

E Y E Y E Y
U

Y Y Y Y
+ +

=
+ + +

� � �� (7.3)

Формула (7.3) – специфічний вираз напруги зміщення нейтралей споживача
й джерела. При відсутності нейтрального провідника достатньо прийняти  Y0 =
0 (Z0 =∞).

Фазні напруги визначаємо за законом напруг Кірхгофа

0 0 0; ; .A A B B C CU E U U E U U E U= − = − = −� � � � � � � � � (7.4)

Фазні струми визначаємо за рівняннями елементів

0 0 0; ; ; .A A A B B B C C CI Y U I Y U I Y U I Y U= = = =� � � � � � �   (7.5)

Рис.7.2 Сполучення зірка-зірка
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Характерна особливість сполучення зірка-зірка - рівність лінійних і фазних
струмів. Лінійні напруги як такі, що діють між лініями, визначаємо за законом
напруг Кірхгофа

; ; .AB A B BC B C CA C AU U U U U U U U U= − = − = −� � � � � � � � �           (7.6)

Векторну діаґраму фазних напруг зображено на рис.7.2.

При Z0  = 0 вирази (7.4) спрощуються: , , ,A A B B C CU E U E U E= = =� � � � � �   а 0I�

знаходимо за законом струмів Кірхгофа 0 .A B CI I I I= + +� � � �  Точка 0′ на
векторній діаґрамі переміститься в 0.

Потужність трифазного споживача знаходимо на загальних засадах

( ) ( )0 0; Re ; Im .A A B B C CS U I U I U I U I P S Q S= + + + = =
� � � �� � �� � � � (7.7)

Останній доданок у лівому виразі може бути відсутнім.
Симетричний стан. Трифазні кола у більшості випадків проектуються на си-

метричний стан (YA=YВ=YС=Y), тому особливості аналізу симетричних трифаз-
них кіл важливо знати. У симетричному стані згідно з (7.3)

0
0

( ) 0,
3

A B CE E E YU
Y Y

+ +
= =

+

� � �� (7.8)

бо сума трьох векторів у чисельнику тотожно дорівнює нулеві. Отже згідно з

(7.4), (7.8) одержуємо залежності: ; ;A A B B C CU E U E U E= = =� � � � � �  і вирази (7.5)
спрощуються:

0 0 0; ; ; 0.A A A B B B C C CI E Y I E Y I E Y I U Y= = = = =� � � � � � � � (7.9)

Як бачимо, струми (7.9) рівні за модулями і зміщені за фазами на 1200,

аналоґічно ЕРС. Це уможливлює знайти струм лише однієї фази, решту струмів
отримуємо простим зміщенням фаз на 1200. У розгалужених колах ця особли-
вість набуває принципового значення, бо втричі зменшує обсяг обчислень.

Лінійні напруги обчислюємо за (7.6). Так, прийнявши в (7.6) ψ = 0,
одержуємо

0 0 030 90 1503 ; 3 ; 3 .j j j
AB BC CAU Ue U Ue U Ue−= = =� � � (7.10)

Як бачимо, за модулем лінійні напруги в 3  раз більші за фазні. Отже,
можемо записати

л ф л ф3 ; .U U I I= =� � � � (7.11)

Ці  формули дуже широко використовуються на практиці.
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Потужність симетричного трифазного споживача простіше знайти за (7.7)
– як потроєну потужність однієї фази

ф ф л л3 3 ,S U I U I= = (7.12)

відтак

л л л л3 cos ; 3 sin .P U I Q U I= ϕ = ϕ (7.13)

Оскільки лінійні струми та лінійні напруги доступніші для вимірювання, то
визначення потужностей (повної, активної й реактивної) найчастіше
здійснюється за лінійними величинами.

7.3. Сполучення трикутник-трикутник
Схема найпростішого трифазного кола такого сполучення наведена на рис.

7.3. Характерна ознака сполучення трикутник-трикутник – рівність лінійних і
фазних напруг.

Напруги знаходимо за законом напруг Кірхгофа

; ; .AB AB BC BC CA CAU E U E U E= = =� � � � � � (7.14)

Фазні струми обчислюємо за рівняннями елементів

; ; .AB AB AB BC BC BC CA CA CAI U Z I U Z I U Z= = =� � � � � � (7.15)

Лінійні струми обчислюємо за рівнянням струмів Кірхгофа

; ; .A AB CA B BC AB C CA BCI I I I I I I I I= − = − = −� � � � � � � � � (7.16)

Потужність трифазного споживача складається з потужностей окремих фаз

( ) ( ); Re ; Im .A A B B C CS U I U I U I P S Q S= + + = =
� � �� � �� � � (7.17)

Симетричний стан. У випадку симетричного споживача  ZAB = ZBC = ZCA =

Рис.7.3. Сполучення трикутник-трикутник
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Z, тоді  вирази (7.15) спрощуються

; ; .AB AB BC BC CA CAI E Z I E Z I E Z= = =� � � � � � (7.18)

Фазні струми рівні за значенням і зміщені за фазою на 120o. Тому достатньо
обчислити струм лише однієї фази, струми решти фаз будуть зміщені на 120o від-
носно нього. Лінійні струми симетричного споживача згідно з (7.16), (7.18), за

модулем у 3  раз більші за фазні. Отжее

л ф л ф; 3 .U U I I= =� � � � (7.19)

Потужність симетричного споживача знаходимо як потроєну потужність
однієї з фаз

ф ф л л3 3 ,S U I U I= = (7.20)

відтак

л л л л3 cos ; 3 sin .P U I Q U I= ϕ = ϕ
(7.21)

Як бачимо, вирази потужностей для зірки (7.12), (7.13) і трикутника (7.20),
(7.21) збігаються.

7.4. Розгалужене коло
На рис. 7.4 зображено схему розгалуженого трифазного кола. Ця схема

набагато складніша за схеми найпростіших трифазних кіл, зображених на рис. 7.2
та 7.3. Отже, й аналіз такого кола порівняно складніший. Та, як згадувалося ра-
ніше, схему даного кола завжди можна
звести до найпростішої схеми, користу-
ючись методом перетворення. Обчислив-
ши струми та напруги найпростішої схе-
ми, розгортаючи її, можна знайти решту
невідомих. У нашому випадку вчинимо
так. Перетворивши зірку другого спожи-
вача в трикутник, одержимо паралельне
сполучення фаз другого та третього спо-
живачів. Об’єднавши ці фази між собою,
одержимо новий трикутник, який перетво-
рюємо в зірку. Фази цієї зірки будуть по-
слідовно з'єднані з фазами першого споживача (лінії електропересилання). Об’єд-
навши опори цих фаз почленно між собою, отримаємо схеми рис. 7.2.

Аналіз даного кола пропонується здійснити самостійно, як обов’язкову
вправу з навиків аналізу трифазних кіл.

Рис. 7.4 . Cхема розгалуженого
трифазного кола
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7.5. Вимірювання потужности
Виходячи з того, що потужність трифазного споживача  згідно  з (7.7), (7.17)

складається із суми потужностей окремих фаз, треба увімкнути у кожну з них
ватметр і обчислити суму їх показів. Кінці
вольтових обмоток необхідно під’єднати до
фізичної, а якщо її немає, то до штучної
нейтралі. У симетричному колі можна
обмежитись одним із ватметрів, потроївши
його покази. Однак на практиці набула поши-
рення досконаліша схема замірювання по-
тужности у колах без нейтралі, що вико-
ристовує лише два ватметри. Вона зобра-
жена на рис. 7.5. Але така схема не є очевид-
ною й вимагає обґрунтування.

Оскільки тут ватметри замірюють фазні струми та лінійні напруги, то сума
їх показів згідно зі схемою рис. 7.5, буде

( ) ( )( )
( )

Re Re

Re .

AC A BC B A A B B C A B

A A B B C C

P U I U I U I U I U I I

U I U I U I

= + = + − + =

= + +

� � � � � �� � � � �
� � �� � �

(7.23)
)

що і треба було довести.

7.6. Обертове маґнетне поле
Однією з основних переваг багатофазних струмів є можливість одержання

обертового маґнетного поля. На принципі обертового маґнетного поля працю-
ють найпоширеніші електромотори змінного струму. Саме ці мотори спожива-
ють біля 90% електроенерґії, що виробляється у сві-
ті. Обертове маґнетне поле стало важливим техніч-
ним відкриттям, яке датоване 1884 роком і належить
італійському фізику Ґ. Феррарісу.

Умови утворення обертового маґнетного поля
трифазним струмом.

1. Симетричні обмотки намаґнечування по-
винні бути зміщеними в просторі на 120° одна від
одної.

2. Обмотки намаґнечування повинні живитися
симетричним трифазним струмом.

У лінійній системі кожна з трьох фазних обмо-
ток намаґнечування ґенерує маґнетне поле, пропорційне власному струмові

BA = Bmcos(ωt),  BB = Bmcos(ωt -120°), BC = Bmcos(ωt + 120°).          (7.23)

Рис. 7.5. Схема двох
ватметрів

Рис. 7.6. До теорії
обертового маґнетного

поля



109

Для зручности тут взято косинусоїди, а не синусоїди.
Сумарна індукція в довільній точці N (див. рис.7.6) визначатиметься як

проекція фазних індукцій на вісь N, що пролягає через дану точку

BN = BAcosα + BBcos(α + 120°) + BCcos(α - 120°).                         (7.24)

Підставляючи (7.23) у (7.24), одержуємо

BN = Bm(cosα cos(ωt) + cos(α + 120°)cos(ωt - 120°)+                             .
+ cos(α - 120°)cos(ωt + 120°)).                                         (7.25)

Оскільки ( )1cos cos cos( ) cos( ) ,
2

α β = α + β + α − β  то виразу (7.25) нада-

ємо вигляду

0 0(3cos( ) cos( ) cos( 120 ) cos( 120 )),
2
m

N
B

B t t t t= ω +α + ω −α + ω −α + + ω −α −
(7.26)

Оскільки сума трьох косинусоїд, зміщених на 120°, тотожно дорівнює
нулеві, то (7.26) набуває остаточного вигляду

3 cos( )
2N mB B t= ω +α .                                               .           (7.27)

Це і є шуканий вираз обертового маґнетного поля. Дійсно, прослідкуймо
за BNmax цієї функції. Він вимагає умови .tα = −ω  А оскільки кут a пропорційний
часові t, то це означає, що точка N обертається з частотою w. Якщо максимум
косинусоїди обертається, то обертається і вся косинусоїда.

Згідно з (7.27), амплітуда обертового маґнетного поля у півтора рази більша
за амплітуду однієї фази й обертається у просторі з кутовою швидкістю, що до-
рівнює частоті струму.

Якщо обмотки намаґнечування розмістити не по колу, а розгорнути їх в лі-
нію, одержимо біжуче поле. Таке поле використовується в лінійних електричних
моторах, що здійснюють зворотно-поступальний рух.

7.7. Симетричні компоненти трифазної системи
Будь-яку несиметричну трифазну систему можна розкласти на три симет-

ричні трифазні системи: нульової, прямої і зворотної  послідовностей. Таке
розкладання застосовують при аналізі роботи трифазних машин, а особливо при
розрахунку струмів короткого замикання в трифазних колах.

Симетричні компоненти трифазної системи одержують в області лінійних
перетворень Фортеск'ю

1; ,Q Q−
Φ Φλ = λ λ = λ                                  (7.28 а, б)

причому
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0
2 1 2

1
2 2

2

1 1 1 1 1 1
1; ; 1 ; 1 ,
3

1 1
Q a a Q a a

a a a a

−
Φλ = λ = = =

A A
A B
A C

        (7.29)

Тут λ – колонка несиметричних фазних векторів; Φλ  – колонка симетрич-

них компонентів Фортеск'ю; 
0 0120 2 120;j ja e a e−= = – поворотні множники.

Із (7.28), (7,29) витікає, що розкладання несиметричної трифазної системи
на симетричні компоненти нульової, прямої і зворотної послідовностей може
бути виконане завше й при тому однозначно.

У симетричному колі симетрична система струмів викликає відповідну
систему напруг з тим же порядком чергування фаз

0 0 0 1 1 1 2 2 2; ; .U Z I U Z I U Z I= = =� � � � � �                            (7.30)

У загальному випадку еквівалентні комплексні імпеданси, наприклад при
наявності електричних машин, для окремих послідовностей можуть бути різні

0 1 2Z Z Z≠ ≠ .
Вирази (7.30) дають можливість скористатись основною ідеєю методу си-

метричних компоненрів – аналіз симетричного кола з несиметричною системою
заданих напруг звести до аналізу трьох симетричних кіл з системами заданих на-
паруг нульової, прямої і зворотної послідовностей. Одержані результати аналізу
окремих послідовностей затим за формулою зворотного перетворення (7.28 б)
перетворюємо до реальних фазних. На практиці це виглядає так. Несиметричну
частину кола за теоремою компенсації заміняють саме такою системою напруг
окремих послідовностей, зберігаючи симетрію решти кола.

Саме на цьому принципі і здійснюється аналіз струмів короткого замикання
в трифазних колах. Так, для симетричного ґенератора, нейтральна точка якого
заземлена через деякий опір, для фазних ЕРС маємо: 0 1 20; ; 0E E E E= = =� � � � . До
місця короткого замикання коло вважається симетричним. Імпеданси вважаю-
ться також відомі: 0 1 2, ,Z Z Z . Система фазних напруг ( , , )A B CU U U� � � стосовно зем-

лі в місці короткого замикання і система фазних струмів ( , , )A B CI I I� � � будуть не-

симетричні. Їх можна розкласти на симетричні компоненти 0 1 2, ,U U U� � �  і

0 1 2, ,I I I� � � . Тоді незалежно від характера короткого замикання згідно з принципомм
незалежности симетричних компонентів у симетричному  колі можна написати

0 0 0 1 1 1 2 2 20; ; 0.U Z I U Z I E U Z I+ = + = + =� � � � � � �                       (7.31)

Ці три рівняння є основними при аналізі струмів короткого замикання.
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Коротке замикання на землю однієї або двох фаз порушує симетрію. Ми б
отримали той самий стан, якби уявили, що на місці короткого замикання провід-
ники під'єднані до ще одного ґенератора з напругами , ,A B CU U U� � � , обмотки якогоо
з'єднані в зірку з заземленою нейтраллю. При такому розгляді коло є симетричне.
Але в (7.31) є шість невідомих 0 1 2, ,U U U� � �  й 0 1 2, ,I I I� � � , що те саме що , ,A B CU U U� � �

й , ,A B CI I I� � � . Решту три рівняння, яких не вистаряає, одержуємо з конкретногоо
стану кола.

Хай фаза А замкнулась на землю. Тоді, нехтуючи струмами нормального
навантаження порівняно зі струмами короткого замикання, маємо 0;AU =�

0; 0B CI I= =� � . Оскільки згідно з (7.28 б) 0 1 2AU U U U= + +� � � � , то сумуючи вирази
(7.31), одержимо

0 0 1 1 2 2E Z I Z I Z I= + +� � � � .                                      (7.32)

За умови 0; 0B CI I= =� � маємо згідно з (7.28 а) симетричні компоненти
струмів

0 1 2 / 3.AI I I I= = =� � � �                                         (7.33)

Підставляючи (7.33) в (7.32), одержимо струм короткого замикання

0 1 2

3 .A
EI

Z Z Z
=

+ +

��                                            (7.34)

При потребі на підставі (7.31), (7.33) знаходимо симетричні компоненти
напруг 0 1 2, ,U U U� � � , а відтак згідно з (7.28 б) – реальні напруги ,B CU U� � .

У несиметричному колі кожен із симетричних компонентів системи напруг
у загальному випадку залежить від усіх симетричних компонентів системи стру-
мів і, навпаки. Це зумовлює неефективність прямого застосування методу си-
метричних компонентів до аналізу несиметричних кіл.

7.8. Контрольні запитання
1. Чим зумовлена перевага трифазної системи електричних кіл в енерґетиці?
2. Чому в трифазних колах так гостро стоїть умова симетричности?
3. Як пояснити, що вираз потужности через лінійні величини в симетричних

колах унезалежнений від способу з'єднання фаз споживача?
4. Чим пояснюється відсутність напруги зміщення нейтралей споживача й

ґенератора в симетричних колах при з'єднанні зірка-зірка?
5. У чому полягає основна ідея застосування методу симетричних компо-

нентів до аналізу трифазних електричних кіл?
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8. КОЛА З БАГАТОПОЛЮСНИМИ ЕЛЕМЕНТАМИ

8.1. НезалежнI струми багатополюсного елемента
Важко уявити реальне електричне коло, утворене лише двополюсними еле-

ментами. Значна кількість елементів кола має більше від двох полюсів. А тому
необхідно познайомитися з теорією нелінійних електричних кіл, дещо відмінною
від розглянутої у попередньому розділі, а саме теорією нелінійних електричних
кіл з багатополюсними елементами.

Якщо елемент кола має більше від двох полюсів, то він належить до бага-
тополюсників. Роль елемента в процесах кола у першу чергу визначається його
полюсними струмами.

Домовимося кількість полюсів N-го елемента кола позначати символом n.
Полюси позначатимемо порядковими номерами від 1 до n. Усі полюсні струми
елемента, незалежно від його внутрішньої будови, як струми замкненої області
простору, що охоплює елемент, підпорядковуються законові струмів Кірхгофа:

i k
k

n

=
=

∑ 0
1

.                                                         (8.1)

Якщо елемент складається з s електрично відокремлених частин, то закону
струмів Кірхгофа підпорядковуються струми кожної такої частини, зокрема

imk
k

nm
=

=
∑ 0

1

,                                                        (8.2)

де nm - кількість полюсів даної ізольованої частини; m = 1,2,..., s.
Природно, що (8.1) не втрачає своєї сили, якщо елемент має електрично

відокремлені частини, бо, додаючи рівняння (8.2) окремих частин елемента,
отримаємо (8.1) заздалегідь.

Рівняння (8.1), (8.2) дають змогу розглядати в першому випадку один, а в
другому S полюсних струмів як залежні. За відомих значень незалежних
полюсних струмів за цими рівняннями завжди можна визначити залежні полюсні
струми. Як залежний полюсний струм елемента або ізольованої його частини
можна вибрати будь-який із полюсних струмів даної частини. Найчастіше
залежні полюсні струми взагалі  не позначаються на схемі. При наявності таких
позначень братимемо їх у дужки. Одночасно домовимося залежним струмам
приписувати найвищі числові індекси. Полюси, струми яких вважаємо
залежними, називатимемо залежними полюсами.

Приклад На рис.8.1 зображено схему багатополюсника з трьома
електрично відокремленими частинами (n = 7, s = 3). Як залежні взято струми
окремих, відокремлених одна від одної частин i3, i5, i7. Їх визначаємо через реш-
ту незалежних струмів згідно з (8.2):
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і3 = і1 + i2;  і5 = -i4;  і7 = i6.                                          (8.3)

У випадку вмикання елемента з кількістю полюсів понад три (n > 3) в елек-
тричне коло останнє також може розщеплюватися на частини, пов’язані між со-
бою тільки через даний елемент. У такому випадку елемент називають прохід-

ним.
Схему прохідного елемента зобра-

жено на рис. 8.2. Зовнішнє коло тут склада-
ється з трьох частин (А, В, С), електрично по-
в’язаних між собою лише через елемент N.

Полюси прохідного елемента можна
розбити на ґрупи, кожна з яких об’єднує
полюси, що входять в одну, електрично ві-
докремлену частину кола. Сукупність
полюсів, з’єднаних з однією частиною зов-
нішнього кола, називають каналом даного
елемента. Кількість каналів елемента дорів-
нює кількості електрично відокремлених
частин зовнішнього кола.

Струми полюсів каналу підпоряд-
ковуються законові струмів Кірхгофа як струми замкненої області, що охоплює
електрично відокремлену частину кола. Це дає змогу, як у випадку елемента з
відокремленими частинами, обмежитися лише
незалежними струмами, кількість яких менша
від загальної кількості полюсних струмів n еле-
мента на кількість каналів r. Так, для нашого при-
кладу залежні і незалежні струми каналів пов’я-
зані виразами (8.3).

Отже, прохідний елемент з r каналами
можна умовно розглядати як елемент з такою ж
кількістю електрично відокремлених частин (s =
r), причому кожному каналові відповідає екві-
валентна електрично відокремлена частина з
полюсами даного каналу. Така схема збігається
зі схемою, зображеною на рис.8.1.

Розширена колонка полюсних струмів елемента i′  пов’язана з колонкою
незалежних полюсних струмів і рівністю (8.1) або (8.2). Запишемо цей зв’язок у
матричному вигляді.

1 ,i G i′ =                                                           (8.4)

де G1 - матриця зв’язку. Розмір матриці G1 – (n - s) × n.
Для елементів, схеми яких зображено на рис.8.1, 8.2, рівняння (8.4) має

вигляд:

Рис. 8.1. Схема семиполюсника з
трьома електрично

відокремленими частинами

Рис. 8.2. Схема прохідного
семиполюсника
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При формуванні (8.5) використано залежності (8.3).
Крім системи полюсних струмів, у теорії багатополюсників користуються

системою контурних струмів. Кожній парі полюсів елемента приписується свій
контурний струм. Вважається, що цей струм проходить через ту частину елемен-

та, до якої належить дана пара полюсів. Полюсний
струм k-го полюса визначається різницею контурних
струмів, що сходяться у даному полюсі. Контурні стру-
ми позначатимемо двома індексами, що вказують на
причетність до відповідної пари полюсів.

Розширена колонка полюсних струмів елемента
i′ пов’язана з колонкою контурних струмів ik
залежністю

і′ = G2ik,                                     (8.6)

де G2 - матриця зв’язку. Розмір матриці G2 (N ґ N).
Звернемося до схеми чотириполюсника, зобра-

женої на рис. 8.3. Рівняння (8.6) у даному випадку мають вигляд
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Полюсні струми знаходять однозначно через його контурні струми, на від-
міну від визначення контурних струмів через полюсні. Для даних значень полюс-
них струмів можна скласти нескінченно багато систем контурних струмів.

8.2. Незалежнi напруги багатополюсного елемента
Роль елемента в процесах кола визначається не лише полюсними струмами,

але й напругами, що діють між окремими парами його полюсів. Відрізки ліній,

Рис.8.3. Схема
чотириполюсника
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проведені зовні елемента між окремими парами полюсів, називають сторонами
елемента. Напруги полюсних пар можна розглядати як напруги, що діють
уздовж сторін. Називатимемо їх напругами сторін. Позначатимемо напруги
двома індексами, що вказуватимуть на причетність до відповідної пари полюсів
даної сторони.

Якщо елемент містить електрично відокремлені частини, він описується
напругами сторін, які визначені парами полюсів, що належать до однієї й тієї ж
відокремленої частини елемента. Напруги сторін, утворених полюсами, що
належать до різних відокремлених частин, нас не цікавлять й не завжди їх можна
визначити (наприклад, коли відокремлені частини елемента входять у різні
частини електричного кола, що не мають між собою електричного зв’язку).

У k-ї відокремленої частини елемента можна вибрати систему nk-1
незалежних напруг, що утворюють будь-яке дерево сторін даної частини. Разом
узяті такі системи окремих відокремлених частин утворюють собою систему не-
залежних напруг елемента.

З усіх можливих систем незалежних напруг елемента заслуговують на ува-
гу полярна та контурна системи.

Полярна система незалежних напруг. Її складають напруги незалежних по-
люсів, визначені відносно залежного полюса відповідної відокремленої частини
елемента (див. рис. 8.1).

Кожній системі незалежних полюсних струмів відповідає полярна система
незалежних напруг. Якщо елемент описується полярною системою напруг, то
доцільно додатні напрями всіх полюсних струмів орієнтувати однаково відносно
елемента, наприклад назовні. Це, як буде показано далі, спрощує методику скла-
дання структурних рівнянь електричного кола.

Колонка uп  полярної  системи  напруг  схеми семиполюсника, зображе-
ної на рис.8.1, має вигляд  uп = (u13, u23, u45, u67).

Контурна система незалежних напруг. Контурна система незалежних на-
пруг утворюється напругами сторін, що проходять через усі полюси даної відо-
кремленої частини елемента. Додатні напрями сторін таких контурів орієнтують-
ся однаково відносно контуру (рис.8.3 і 8.4). Щоб отримати систему незалежних
контурних напруг, необхідно з усіх контурів  відокремлених частин вилучити по
одній стороні. На рис. 8.3 і 8.4 такі сторони показано штрихами.

Інколи для описання елемента користуються розширеною системою кон-
турних напруг, що містить всі напруги контурів, в тому числі залежні. Якщо за-
лежні контурні напруги об’єднати в колонку незалежних контурних напруг uk,
а напруги розширеної контурної системи – в колонку розширених контурних
напруг u′ k, то зв’язок між ними у матричній формі має вигляд

u′ k = Kuk,                                                        (8.8)

де K – матриця зв’язку. Розмір матриці К – n×(n - s).
Для семиполюсника, схему якого зображено на рис.8.4, рівняння (8.8)
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набуває вигляду
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Структура матриці K визначається за законом напруг Кірхгофа. Окремі
залежні напруги сторін виражаємо через незалежні, приєднавши відповідну
хорду, що відповідає даній залежній напрузі, у контур, який в наступній своїй
частині замикається через дерево.

Нерідко  необхідно переходити від однієї незалежної системи напруг до ін-
шої. Якщо незалежні напруги нової системи, згідно із законом напруг Кірхгофа,

виразити через незалежні напруги старої
системи. У зв’язку з цим розглянемо пе-
ретворення контурної системи незалеж-
них напруг uk на полярну un, і навпаки.

Рівняння переходу мають вигляд

u
k
 = Au

п
;                     (8.10)

u
п
 = Bu

k
,                     (8.11)

де A, B – матриці зв’язку. Розмір обох ма-
триць (n - s) ×(n - s). Причому AB = BA = 1.

На рис.8.5. зображено схему п’ятиполюсника, де показано його контурну
uk = (u12, u23, u34, u45) й полярну uп = (u15, u25, u35, u45) системи незалежних напруг.
Матриці A і B матимуть вигляд

A B=

−

−

−
=

1 1

1 1

1 1

1

1 1 1 1

1 1 1

1 1

1

; .                    (8.12)

Рис.8.4. Схема семиполюсника з
двома відокремленими частинами
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Легко переконатися, що AB = 1.
Контурна та полярна системи незалежних напруг рівноцінні. Будь-яку з них

можна використати для описання елемента в колі. Це дає змогу вибирати ту чи
іншу з них у  конкретній ситуації, яка забезпечує спрощення аналізу.

Інколи для описання елемента використовують
полюсні напруги. Під полюсними напругами розу-
міють напруги окремих полюсів (в тому числі за-
лежні) відносно деякої базисної точки (O1, O2,..., ON),
розташованої у загальному випадку ззовні елемента,
і різної для кожної відокремленої частини елемента
зокрема (рис.8.6).

Напруги окремих сторін елемента однозначно
визначаються через полюсні напруги за формулою

ujk = uj0 - uk0,                              (8.13)

що є наслідком закону напруг Кірхгофа.
Якщо сформувати колонку полюсних напруг u0, то рівняння переходу від

u0 до полярної і контурної систем незалежних напруг можна записати так:

u
k
= Cu

0
;                     (8.14)

u
п

= Du
0
,                    (8.15)

де C, D – матриці зв’язку. Розмір мат-
риць C, D – n×(n - s).

На рис. 8.7 зображено схему чо-
тириполюсника. Візьмемо до уваги
його системи незалежних напруг: по-

люсних u0 = (u10, u20, u 30, u40)t, полярну uп = (u14, u24,u34)t  і контурну uk = (u21, u 32,
u43)t. Матриці зв’язку C і D формуємо згідно з (8.13):
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; .      (8.16)

Як бачимо, ці матриці мають чітко виражену структуру.
Значення полюсних напруг залежить від вибору базисних точок. Полюсні

напруги будь-якого полюса, визначені відносно двох різних точок, відрізняються
одна від одної на значення напруги між ними. Проте зміна базисної точки не
впливає на напруги сторін елемента, тому що ці напруги є, згідно з (8.13), різ-
ницею полюсних напруг.

Рис.8.5. Схема
п’ятиполюсника.

Рис.8.6. Схема п’ятиполюсника з двома
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8.3. Рівняння багатополюсного елемента
Будь-який багатополюсний елемент характеризується відносно зовнішньої

частини кола системою рівнянь, що виражають зв’язки між його незалежними
напругами та струмами, зумовлені природою самого елемента. Рівняння ці не
залежать від характеру зовнішнього кола. Вони мусять задовольнятися і в режимі

холостого стану елемента (коли він взагалі не
увімкнений у коло), і в режимі короткого зами-
кання (коли всі його полюси закорочені між со-
бою). Кількість таких рівнянь для вибраної сис-
теми незалежних напруг сторін і полюсних стру-
мів у принципі необмежена.

Рівняння елемента та зовнішньої частини
кола повинні забезпечити визначення всіх n - s
незалежних напруг сторін і n - s незалежних по-
люсних струмів. Незалежні напруги сторін і по-
люсні струми елемента та зовнішньої частини
кола виберемо так, щоб вони були спільними як
для елемента, так і для зовнішньої частини кола.
Отже, необхідно, щоб рівняння елемента і зов-

нішньої частини кола разом взяті складали систему 2×(n - s) незалежних рівнянь.
Це можливо тільки тоді, коли елемент і зовнішня частина кола характеризують-
ся n - s незалежними рівняннями. Це є одночасно і найбільша кількість рівнянь
елемента.

Коли б кількість незалежних рівнянь елемента була більшою за n - s, тоді, ви-
ходячи з довільно вибраних n - s, рівнянь при розрахунку кола отримували б кож-
ного разу інші вирази для напруг сторін і полюсних струмів елемента, а це супе-
речило б експериментально встановленому фактові однозначності режиму ро-
боти кола.

Багатополюсний елемент може мати як завгодно складну й непередбачену
будову, у ньому можуть відбуватися надзвичайно складні фізичні процеси, то-
му встановлення незалежних рівнянь його інколи вимагає надзвичайного хисту
й уміння дослідника. Не завжди вдається описати фізичний процес з достатнім
ступенем точності, у численних випадках доводиться обмежуватися приблизни-
ми методами або користуватися експериментальними залежностями. Інколи для
описання елемента необхідні глибокі знання фізичного процесу зі суміжних галу-
зей (фізики, механіки, теплотехніки, хемії тощо). Описати непередбачені ситуації
практично неможливо. Але далі розглядатиметься достатньо універсальний
підхід, що ґрунтується на описі елемента як розрахункової схеми, побудованої
з двополюсних елементів.

На рис.8.8 зображено розрахункову схему триполюсного елемента. Він
характеризується системою незалежних полюсних струмів і = (і1, i2)t і системою
незалежних полярних напруг uп = (u13, u23)t. Названі струми й напруги належать

Рис.8.7. Схема
чотириполюсника
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до зовнішніх характеристик елемента, саме вони репрезентують фізичний стан
елемента у зовнішньому колі. Решта струмів і напруг належать до внутрішніх і
в разі змоги не розглядаються. Але таке виключення їх у загальному випадку не-
минуче призводить до появи вищих похідних за часом, що може невиправдано
ускладнити чисельний аналіз. Виняток з цього правила становлять резистивні
розрахункові схеми, ос-
кільки у цьому випадку
величини, що підляга-
ють виключенню, не мі-
стять похідних за часом.

Наявність неліній-
них двополюсників зна-
чно ускладнює задачу.
Тому при побудові рів-
нянь багатополюсного
нелінійного елемента кі-
лькісний зв’язок між незалежними струмами і напругами доцільно вста-
новлювати через систему алґебрично-диференціальних рівнянь, що містить як
зовнішні, так і внутрішні характеристики елемента.

На рис.8.8 показано також ґраф розрахункової схеми елемента і вибране
його дерево. Згідно з цим ґрафом утворимо колонки струмів і напруг ребер lp
= (l = u, і) = (l1, l2, l3)t  і хорд lx = (l = u, і) = (l4, l5, l6, l7)t. Структурні рівняння (4.69),
(4.70) розрахункової схеми триполюсника запишемо у вигляді

ip + Fix = 0,  -Ftup + ux = 0,                                         (8.17)

де тополоґічна матриця

F = − −
− −

1 1 1
1 1
1 1

.                                            (8.18)

Рівняння віток запишемо згідно з (2.65), (2.66):
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             (8.19)

де L3, L5 – диференціальні індуктивності котушок; C5 – диференціальна ємність
конденсатора;  r4, r5, r7 – статичні опори резисторів.

Рис.8.8. Розрахункова схема електричного кола
триполюсника та його ґраф
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Зовнішні напруги триполюсника пов’язані з напругами віток очевидними
співвідношеннями:

u13 = -u1;   u23 = u2.                                            (8.20)

Система 15 алґебрично-диференціальних рівнянь (8.17), (8.19), (8.20) містить
17 невідомих: і1,..., i7;  u1,...,u7; uC6, u13, u23. Вона пов’язує колонки полюсних
струмів i та полярних напруг uп й утворює повну систему рівнянь даного
триполюсного елемента. Решту (N-S) рівнянь отримуємо з рівнянь зовнішньої
частини кола, у яке вмикатимемо елемент. Якщо виникає потреба дослідити
елемент в автономному режимі роботи, необхідно задатися будь-якими двома
з чотирьох зовнішніх електромаґнетних величин елемента, наприклад, напругами
u13, u23 або струмами і1, i2. Тоді система рівнянь (8.17)-(8.20) забезпечить єдиність
розв’язку, оскільки вона стає визначеною. Запишемо її в розгорнутому матрич-
ному вигляді
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нянь, згідно з (8.19), (8.20) виключити напруги u1, u2,..., u3 і струм i6, отримаємо
відповідну систему гібридних рівнянь даного триполюсника:
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Виключивши з гібридних рівнянь (8.22) струми i4, і7

і4 = і3 - i5;    і7 = (e7 - u23)/r7,                                       (8.23)

отримуємо
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Рівняння (8.24) зв’язують полюсні струми i1, i2 з полюсними напругами u13,
u23. Вони містять, окрім цього, три внутрішні величини і3, і5, uC6, які виключити
у загальному випадку не вдається, бо вони містять невідомі під символом дифе-
ренціювання. Як показує досвід далі треба виключати не невідомі, а їхні часові
похідні! Для того, щоб полегшити розв’язування (8.24) на комп’ютері, можна
надати їм зручнішої форми:
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Як бачимо, п’ять алґебрично-диференціальних рівнянь (8.25) містять сім не-
відомих (і1, і 2, u 12, u13, і 3, і 5, uC6), тому вони можуть бути розв’язаними лише су-
місно з рівняннями зовнішнього кола або треба задатися двома з чотирьох зов-
нішніх величин, про що вже йшлося.

У випадку резистивного нелінійного кола, як вже згадувалося, подібної про-
блеми виключення внутрішніх електромаґнетних величин не існує, але й тут не
завжди доцільно здійснювати цю операцію. У нелінійних колах у більшості випад-
ків є сенс формувати гібридні рівняння багатополюсного елемента. У даному
випадку це рівняння (8.22). Це пояснюється тим, що параметри двополюсних еле-
ментів є функціями їх струмів або напруг і необхідність в їх обчисленні залиша-
ється.

У випадку моногармонійного режиму лінійного електричного кола дореч-
но виключати внутрішні характеристики елемента. Розглянемо це на прикладі рів-
нянь (8.24).

Запишемо їх у комплексному вигляді. Для цього згідно з (6.36), (6.38), (6.39)
достатньо миттєві значення струмів і напруг замінити їх комплексними діючими
значеннями, а символ диференціювання за часом замінити на jw.

Отже, матимемо
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Виключивши з (8.26) комплексні діючі значення
3 5 6, , CI I U� � � , отримаємо

рівняння триполюсника:
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Коефіцієнти при напругах у (8.27) дістали назву Y-параметрів багатопо-
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люсника, їх розмірність збігається з розмірністю провідностей. Розв’язавши
(8.27) відносно напруг, отримаємо іншу форму запису:

13 1 12 1 1

23 21 2 2 12

,
U Z Z I E
U Z Z I E

= × +
� � �
� � �

                          (8.29)

де
Z Y Z Y Z Y Y Y Y Y1 2 12 12 21 21 1 2 12 21= = − = − = −/ ; / ; / ; ;∆ ∆ ∆ ∆

2 1 1 1 1 12 2 2 21 1 22 2/ ; ;Z Y E Z J Z J E Z J Z J= ∆ =− − =− −� � � � � � .                          (8.30)

Коефіцієнти при струмах у (8.29) називають Z-параметрами багатопо-
люсника, а їх одиниці вимірювання збігаються з одиницями вимірювання опорів.

8.4. Прохiдний пасивний чотириполюсник
До пасивних належать багатополюсники, у яких відсутні внутрішні джерела

електроенерґії, або, якщо вони є, то взаємокомпенсовані стосовно полюсів. Та-
кий чотириполюсник описується двома рівняннями. Ці рівняння, якщо їх
записати у формі Y- або Z-параметрів, набувають вигляду (8.27) або (8.29) за умо-
ви відсутніх у правій частині колонок вільних членів.
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 Прохідний пасивний чотириполюсник найчас-
тіше розглядають як передавальний пристрій. У тако-
му разі його рівняння зручніше записати у вигляді
“вхід - вихід” . На рис. 8.9. зображено схему прохід-
ного пасивного чотириполюсника, де водночас зо-
бражено додатні напрямки напруг і струмів. Така їх
орієнтація доцільна, коли чотириполюсник розгляда-
ється як передавальний пристрій ( 2 2I I= −� � ). Тоді рів-
няння чотириполюснтка приймають вигляд
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Легко переконатися, що за умови 12 21Z Z=

Рис.8.9. Схема прохідного
пасивного чотири-

полюсника
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1AD BC− = .                                                (8.36)

Наявність цього зв’язку, як і зв’язків Z12 = Z21, Y12 = Y21, показує, що при будь-
який формі записування рівнянь чотириполюсника незалежними є лише три па-
раметри. Тому найпростіші заступні схеми чотириполюсника повинні містити
три елементи. Їх можна сполучити зіркою (Т-подібна схема) або трикутником (П-
подібна схема), як це показано на рис. 8.10.

Якщо в чотириполюснику поміняти місцями вхід і вихід, то це означає, що
ми замінюємо U1 на U2, U2 на U1, I1 на -I2, I2 на -I1. Тоді рівняння (8.33) набувають
вигляду

2 1

2 1

.
U D B U
I C A I

= ×
� �
� �                                     (8.37)

Експериментальне визначення параметрів чотириполюсника. Якщо внут-
ішня будова чотириполюсника невідома, або є надто складною, то вдаються до
експериментального визначення його параметрів. Для цього не обов’язково
здійснювати замірювання під на-
вантаженням. Достатньо обме-
житися холостим ходом (I2=0) і ко-
ротким замиканням (U2=0). У цих
режимах мінімальна потужність.
Вона йде лише на покриття внут-
рішніх втрат, отже є незначною.

Із (8.33) для повних комплексних опорів короткого замикання Zk і холостого
ходу Z10, заміряних з первинної сторони, маємо

    Z1k = B/D;    Z10 = A/C.                                       (8.38)

Для симетричного чотириполюсника цих дослідів достатньо, бо виникають
зв’язки A = D і (8.36).

У випадку несиметричного чотириполюсника A № D і необхідно постави-
ти додатковий дослід на другій стороні або при холостому ході (I0= 0), або при
короткому замиканні (U1 = 0). Тоді, згідно з (8.37), одержуємо

Z2k = B/A;    Z20 = D/C.                                     (8.39)

Система рівнянь (8.36), (8.38), (8.39) переозначена, тому з останніх двох
виразів треба скористатися лише одним.

8.5. Потужнiсть багатополюсного елемента
Потужність, що віддається або споживається багатополюсним елементом,

супроводжується потоком електромаґнетної енерґії між елементом і

Рис. 8.10. Заступні схеми прохідного
пасивного чотириполюсника
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зовнішньою частиною кола. У прохідному багатополюснику часто виникає по-
треба у визначенні часткових потоків енерґії, що проходять між елементом і
окремими ізольованими частинами кола.

У загальному випадку напрям потоку електромаґнетної енерґії щодо еле-
мента може змінюватися. Один і той самий елемент, залежно від характеру
зовнішнього кола, може споживати або віддавати електромаґнетну енерґію. У
колі змінного струму в окремі моменти потік електромаґнетної енерґії може бу-
ти скерований до елемента, в інші – від елемента до зовнішньої частини кола.
Тому потужність як величина, що визначає режим роботи елемента в колі,
повинна давати інформацію не лише про абсолютне значення потоку електро-
маґнетної енерґії, але й про напрям цього потоку стосовно елемента.

Практично це питання розв’язується так. Умовно заздалегідь вважають бага-
тополюсний елемент ґенератором або споживачем електромаґнетної енерґії. У
першому випадку говорять про потужність ґенератора pґ, в другому - про потуж-
ність споживача pc. Якщо дійсний напрям потоку електромаґнетної енерґії
відповідає умовно прийнятому характерові елемента, то потужність виражається
додатним числом. Від’ємне значення потужності вказує на те, що дійсний на-
прям потоку енерґії протилежний до передбачуваного.

Потужність багатополюсного елемента можна розглядати як потік електро-
маґнетної енерґії, що проходить крізь замкнену поверхню, що охоплює лише
даний елемент  зовні елемента через усі його полюси. Тому при виведенні вира-
зу потужності елемента повинні бути задіяні всі полюсні струми елемента, в
тому числі і залежні. А відтак необхідно скористатися полюсною системою
напруг як такою, що визначає напругу всіх полюсів елемента.

У нормованій системі ґенератора електромаґнетної енерґії полюсні струми
й полюсні напруги багатополюсника відповідно до рис.4.1,в спрямовують в
одному напрямі. У нормованій системі споживача відповідно до рис.4. 1,б, на-
впаки, – протилежно. Звернемося до схеми чотириполюсника, зображеної на
рис.8.7. Позначення полюсних струмів iў = (i1, і2, і3, i4)t, полюсних напруг u0=(u10,
u20, u30, u40)t відповідають нормованій системі ґенератора. Потужність елемента
знаходимо як суму потужностей усіх його полюсів (див.(4.62)):

pґ = i1u10 + i2u20 + i3u30 + i4u40.                                   (8.40)

Залежний полюсний струм i4 виразимо через решту (три) незалежних:

і4 = -і1 - і2 - i3.                                                 (8.41)

Підставивши (8.41) у (8.40) та врахувавши (8.14), отримаємо:

pґ = i1u14 + i2u24 + i3u34.                                          (8.42)

де uk4 - елементи колонки полярних напруг uп = (u14, u24, u34)t.
Таким чином, потужність багатополюсного елемента виражається сумою
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добутків незалежних полярних напруг і незалежних полюсних струмів. У даній
системі незалежних струмів і напруг вираз потужності багатополюсника є
найпростішим.

Запишемо формулу (8.42) у загальному випадку:

pґ = ituп = uпti.                                                       (8.43)

Якщо скористатися формулою (8.11), можна отримати вираз потужності
елемента на випадок контурної системи незалежних напруг:

pґ = itBuk = uktBti.                                                  (8.44)

У такому випадку потужність чотириполюсника, що розглядається,
виражатиметься так:

pґ = u14i1 + (u14 + u21) і2 + (u14 + u21 + u32) і3.                   (8.45)

Формули (8.43), (8.44) дійсні і тоді, коли багатополюсник складається з
електрично відокремлених частин чи є прохідним за тієї умови, що сторони
елемента, напруги яких фіґурують у цих формулах, з’єднують полюси, які на-
лежать до однієї відокремленої частини елемента або його каналу. Їх можна
використати і для визначення потужності, що віддається або споживається
частиною елемента чи окремими його каналами, якщо ввести в них напруги та
струми лише даної частини або каналу.

В електричному колі у разі відсутності обміну енерґією із зовнішнім світом
потужності ґенераторів і споживачів електромаґнетної енерґії  рівні між собою:

0
ґk sk

k k
p p− =∑ ∑ .                                           (8.46)

Формула (8.46) є універсальним засобом перевірки правильності виконаних
обчислень.

З метою спрощення побудови структурних рівнянь електричного кола доці-
льно використовувати полярну систему незалежних напруг і полюсну систему
незалежних струмів, зорієнтованих між собою в нормованій системі ґенератора.
Тоді формула (8.46) набуває вигляду

pk
k

=∑ 0 .                                                        (8.47)

Саме таких позначень дотримуватимемось у подальшому.

8.6. Структурнi рiвняння електричного кола з бага-
тополюсними елементами

З’єднання багатополюсних елементів в електричному колі здійснюється
через їх полюси. На схемі кола такі з’єднання відображають суцільними лініями,
проведеними між з’єднуваними полюсами (рис.8.11.).
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У загальному випадку два чи більше полюсів одного елемента можуть
з’єднуватися з одним і тим самим полюсом іншого елемента (полюси A3 і A4 на
рис.8.11.) або лише з собою (полюси B1 і B3). Не виключено, що окремі полюси
елемента можуть бути незадіяними в колі (полюс A1). Елемент вважається
ввімкненим у коло, якщо крізь нього проходить принаймні один струм, шлях
якого замикається крізь інші елементи.

Сукупність сполучених безпосередньо між собою полюсів, незалежно від
того, чи належать вони до різних, чи до одного й того ж багатополюсника, а
також окремі розімкнені полюси називають вузлами кола. Кожний полюс еле-
мента належить лише до одного і тільки одного вузла.

Вузли зображатимемо пустотілими кільцями, розміщеними в довільно
вибраній точці лінії, що з’єднує окремі полюси. Вузли нумеруватимемо
порядковими числами.

До основних структурних характеристик кола з багатополюсними елемен-
тами належать такі.

Кількість вузлів Q.
Загальна кількість полюсів N його складових елементів

N N i
k

M

=
=

∑
1

,                                                      (8.48)

де M - кількість елементів у колі, Ni - кількість полюсів і-го елемента.
Загальна кількість електрично відокремлених частин елементів

Рис.8.11. Схема складного електричного кола
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′ =
=
∑M Si
i

N

1

,                                                      (8.49)

де Si - кількість електрично відокремлених частин і-го елемента. В елементі без
електрично відокремлених частин Si =1.

Загальна кількість незалежних полюсів

N′ = N - M′.                                                     (8.50)

Кількість електрично відокремлених частин електричного кола S. При
наявності в колі елементів з електрично відокремленими частинами саме коло
може також розпадатися на окремі частини, позбавлені електричного зв’язку.
Структуру кожної  k-ї відокремленої частини кола у свою чергу можна
охарактеризувати такими параметрами: кількістю елементів Nk, чи їх електрично
відокремлених частин Nўk, загальною кількістю полюсів у цій частині кола Nk,
кількістю незалежних полюсів Nўk та кількістю вузлів цієї частини кола Qk.

Структура кола, що схематично зображене на рис. 8. 11, та його електрично
відокремлені частини мають такі параметри: M = 6, Q = 13, N = 27, M′ = 8, N′ =
19, S = 2, Q1 = 6, N1 = 12, M′1 = 3, N′1 = 9, Q2 = 7, N2 = 15, M′2 = 5, N′2 = 10.

Для визначення режиму роботи елемента в колі достатньо знати лише його
незалежні струми. Залежні завжди можна обчислити згідно з (8.4). На схемі кола
достатньо позначити незалежні полюсні струми, оскільки на їх основі будується
ґраф кола.

Ґраф кола, схему якого зображено на рис.8.11, показано на рис.8.12. Його
вітки підпорядковані окремим незалежним струмам і характеризуються напря-
мом, що збігається з додатним напрямом відповідних струмів. Вершини ґрафа
відповідають окремим вузлам кола. Оскільки коло розпадається на дві
електрично відокремлені частини, то і ґраф складається з окремих зв’язаних

Рис.8.12 Ґраф кола схеми рис.8.11
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частин, що відповідають окремим частинам кола. Ґраф незалежних полюсних
струмів відображає усі можливі шляхи між вузлами кола, які пролягають через
полюси окремих елементів за умови, що в елемент можна ввійти лише через
його залежний полюс. Отже, стрілки незалежних полюсних струмів неначе
справляють вентильний ефект на шляху між окремими вузлами кола. Дерево
ґрафа будується за звичайними правилами для кожної зв’язної частини зокре-
ма (див. рис. 8.12).

Структурні рівняння струмів і напруг  для кожної  і-ї зв’язаної частини запи-
суємо згідно з (4.69), (4.70).

Iрi + FiIхi = 0;    -FitUрi + Uхi = 0,   і = 1,...,S.                             (8.51)

hрi,hхi (h = I,U) – колонки незалежних полюсних струмів і полярних напруг
елементів, що ввійшли відповідно, в ребра і хорди ґрафа; Fi - тополоґічні матриці
окремих зв’язаних частин. Для даного випадку маємо:

Iр1 = (iA1,iA2,iB1,iC1,iC2)t;                               Iх1 = (iA3,iB2,iB3,iC3)t;
Uр1 = (uA14,uA24,uB14,uC14,uC24)t;                 Uх1 = (uA34,uB24,uB34,uC34)t;
Iр2 = (iC6,iD1,iE1,iE2,iE3,іF2)t;                        Uх2 = (uC57,uF13,uF64,uF65)t.
Uр2 = (uC67,uD12,uE14,uE24,uE34,uF23)t;          Iх2 = (iC5,iF1,iF4,iF5)t;

1

1
;1

1
1
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−

= −
−
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1
1
1 1

1 1
1

1 1

F
−

=
− −

−

        .              (8.52)

Розмірність матриць Fi (Qi - 1)×(N′i - Qi + 1).
Якщо ввести в розгляд колонки

hр = (hр1,hр2,...,hрs)t,  hх = (hх1,hх2,...,hхs)t,  h = U, I,                       (8.53)

то рівняння (8.51) можна записати:

Iр + FIх = 0;  -FtUр + Uх = 0,                                     (8.54)

де тополоґічна матриця

F = diag(F1,F2,...Fs).                                            (8.55)

Рівняння (8.51), як і (8.53), справедливі лише для випадку, коли багатополюсні
елементи кола описано незалежною системою струмів і напруг, що відповідають
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нормованій системі ґенератора. Лише така система забезпечує збіг ґрафів
струмів і напруг, і лише у такому випадку задовольняються рівності (4.68). У
противному разі ґрафи струмів і напруг не збігаються і доводиться будувати до-
датковий ґраф напруг і формувати рівняння (4.67), що невиправдано ускладнює
аналіз кола з багатополюсними елементами.

Оскільки кожен незалежний полюс елементів кола описується двома
невідомими - полюсним струмом і полярною напругою, то загальна кількість
невідомих у колі дорівнює 2Nў. Отже, для визначення їх потрібно мати таку ж
кількість рівнянь. Половина їх Nў становлять структурні рівняння кола (8.54).
Решта N - рівняння окремих елементів. Разом вони утворюють повну систему
вихідних рівнянь електричного кола з багатополюсними елементами.

Система вихідних рівнянь кола є підставою для побудови рівнянь, записаних
за тим чи іншим методом аналізу, подібно до того, як це було у колах з
двополюсними елементами.

8.7. Контрольні запитання
1. Яким умовам задовольняють незалежних струми багатополюсного еле-

мента?
2. Яким умовам задовольняють незалежні напруги багатополюсного еле-

мента?
3. Сутність рівнянь багатополюсного елемента. У чому трудність їх побу-

дови?
4. Яка різниця між активним і пасивним багатополюсним елементом?
5. Чрму в теорії багатоплюсників таке чільне місце належить рівнянням чо-

тириполюсника?
6. Які можливі системи коефіцієнтів чотириполюсника?
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9. КОЛА ПЕРІОДИЧНО-ЗМIННОГО СТРУМУ

9.1. Ряд Фур’є
Періодично-змінні струми в лінійному колі виникають за рахунок діючих

періодично-змінних джерел електромаґнетної енерґії. Один з найдавніших
методів аналізу кіл з періодично-змінними джерелами базується на розкладі
періодичної функції в ряд Фур’є. Подамо цей ряд в одному з можливих вигля-
дові

x t X X k tmk k
k

n

( ) sin( )ω ω ψ= + +
=
∑0

1

,                            (9.1)

де X0 - постійна складова (нульова гармоніка)

X x t dt0
0

21

2
= ∫

π
ω

π

( ) ,                                                (9.2)

Xmk, ψk - амплітуда й початкова фаза k-ї гармоніки

X A B
B

Amk k k k
k

k

= + =2 2 ; ψ arctg ,                                         (9.3)

причому

A x t k t d t B x t k t d tk k= =∫ ∫1 1

0

2

0

2

π
ω ω ω

π
ω ω ω

π π

( ) sin ; ( ) cos .          (9.4)

В окремих випадках ряд (9.1) зазнає спрощень.
У кривих, симетричних стосовно осі абсцис (x(ωt + π) = -x(ωt)), відсутні

постійна складова і парні гармоніки.
У кривих, симетричних стосовно осі ординат (x(-ωt) = x(ωt)) відсутні синусні

компоненти (Ak = 0, ψk = 0).
У кривих, симетричних стосовно початку координат (-x(-ωt) = x(ωt)), відсутні

постійна складова і косинусні компоненти (Bk = 0, ψk = 0).
Якщо крива x(wt) задана, то згідно з (9.2)-(9.4) можна ідентифікувати ряд

(9.1). Що ж до інтеґралів, то їх беруть аналітично або приблизно – ґрафо-аналі-
тично. Оскільки функція x(ωt) може мати складну форму, то на практиці дово-
диться вдаватися до приблизного інтеґрування.

9.2. Ґрафо-аналітичний метод
Метод ґрунтується на заміні визначеного інтеґрала сумою скінченної

кількости доданків. Період функції x(ωt), що дорівнює 2π, розбивають на n рівних



132

кроків t = 2π/n, а інтеґрали замінюють сумами.
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             (9.5)

де xi(ωt) - значення функції при ωt = i∆ωt; sinikωt, cosikωt - значення sinkwt,
coskωt  при ωt = i∆ωt.

Перед додаванням за (9.5) доцільно дослідити функцію на симетричність.
Приклади розкладання в ряд Фур’є деяких типових періодичних функцій

зведені в таблицю.

9.3. Діюче значення
Вимірні прилади електромаґнетної, електродинамічної і теплової систем у

колі періодично-змінного струму реагують на діюче значення
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Підкореневий інтеґрал у (9.6) розпадається на такі інтеґрали
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Підставляючи (9.7) у (9.6), одержуємо

X Xk
k

n

=
=
∑ 2

0

,                                                      (9.8)

дее Xk = Xmk/ 2  - діюче значення k-ї гармоніки.
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Таблиця рядів Фур’є типових періодичних
функцій
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9.4. Потужність
У колі періодично-змінного струму резонно говорити лише про миттєву  і

активну  потужності  як  фізичні  субстанції. Реактивна і повна потужності тут
втрачають сенс. Про них можна говорити лише при заміні періодичних струму
та напруги еквівалентними синусоїдами.

Активна і миттєва потужності пов’язані залежністю

0
1 10

1 sin( ) sin( )
T n n

mk uk o mk ik
k k

P U U k t I I k t dt
T = =

   = + ω +ψ + ω +ψ   
   

∑ ∑∫ .(9.9)

Підкореневий інтеґрал розпадається на інтеґрали:
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Підставляючи (9.10) у (9.9), знаходимо
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k

n

= +
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∑0 0

1

cosϕ .                                    (9.11)

Отже, активна потужність у колі періодично-змінного струму визначаєть-
ся сумою активних потужностей окремих гармонік

=

= ∑
0

.
n

k
k

P P                                                      (9.12)

9.5. Особливості аналізу електричних кіл періодично-
    змінного струму

Аналіз таких кіл здійснюється для кожної гармоніки зокрема, а результат
знаходиться методом накладання як сума результатів за кожною з гармонік.

Алґоритм аналізу.
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1. Періодично-змінні джерела напруг і струму розкладаємо в ряд Фур’є,
обчислюючи їх постійні складові, амплітуди та початкові фази окремих гармонік.

2. Аналіз за постійною складовою здійснюємо за правилами аналізу кіл
постійного струму. У розрахунковій схемі котушки індуктивности повинні бути
закорочені, а вітки з конденсаторами розірвані. Джерела, при відсутності відпо-

відних складових, подаються своїми внутрішніми
опорами, а ідеальні  закорочуються.

3. Аналіз за k-ю гармонікою здійснюється за
правилами аналізу кіл синусоїдального струму з
обов’язковим поданням остаточного результату в
синусоїдальній формі, тобто у часовій області.

Оскільки реактивні опори котушок індуктивно-
сти й конденсаторів залежать від частоти, то на кож-

ній з гармонік вони будуть різними, а саме

X k L kX X
k C

X

kLk L Ck
C= = = =ω

ω1
11

; ,                       (9.13)

де XL1, XC1 - реактивні опори за першою гармонікою.
4. Результуючі струми та напруги знаходимо як суми постійних складових

і окремих гармонік у часі.
5. Діючі значення струмів і напруг знаходимо згідно з (9.8), а активну

потужність - згідно з (9.11).
Побудова розрахункових підсхем для окремих гармонік показана на трьох

правих рис. 8.1,  де  e1 = E10 + E1m3sin3wt,     e2 = E2m1sin(w t + 30°).
8.6. Резонансні явища

Резонансні явища в електричному колі виникають не тільки на першій, але
й на будь-якій гармоніці, якщо задовольняється умова резонансу на цій
гармоніці

 Im(Zk) = 0,     Im(Yk) = 0,                                            (9.14)

де Zk, Yk - повні комплексні опір і провідність k-ї гармоніки.
Резонансні струми та напруги, що виникають на k-й гармоніці, можуть

Рис. 9.1. Схема
електричного кола

Рис. 9.2. Розрахункові підсхеми нульової,
першої та третьої гармонік
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Рис. 9.6. Схема загоро-
джувального фільтра

значно перевищувати струми й напруги першої гармоніки. Відомі випадки, коли
резонувала 49-а гармоніка. Саме резонансні явища створюють найбільші труд-
нощі в застосуванні гармонічного методу аналізу електричних кіл, оскільки важко
передбачити, які гармоніки треба брати при розкладі ряду Фур’є до уваги. Це
значить, що метод позбавлений критеріїв точности аналізу. Йому на зміну
останнім часом прийшли сучасніші методи - методи прискореного пошуку
вимушених періодичних режимів, які оперують інтеґральними кривими періо-
дичних функцій у часовій області, отже, дають змогу аналізувати коло з заданою
точністю. Крім того, вони простіші. З одним з них ми запізнаємося в 10-му
розділі.

9.7. Принцип  побудови фільтрів
Фільтри – це пристрої, призначені для  пропускання струмів одних частот

і затримування або пропускання, але з великим загасанням, струмів інших час-
тот. У роботі фільтрів використовується залежність опорів котушок індуктивности

та конденсаторів від частоти, а та-
кож резонансні явища на певних
частотах.

У фільтрах розрізняють смугу
пропускання, або прозорости, і
смугу затримки. За видом у
смузі прозорости розрізняють
фільтри низьких частот, смуга
пропускання яких знаходиться у
діапазоні від ω = 0 до ω = ω1, фі-
льтри високих частот, смуга
пропускання – у діапазоні від ω =

ω2 до ∞ , смугові фільтри, зона прозорости – у діапазоні від ω = ω1 до ω = ω2, і
загороджувальні фільтри, зона прозорости яких лежить у діапазонах від ω = 0
до ω = ω1 і від ω = ω2 до ∞ .  На рис. 8.3 показана схема найпростіших фільтрів

низьких, а на рис. 9.4 – ви-
соких частот. Принцип дії
цих фільтрів пояснюється
тим, що послідовні ланки
(котушка індуктивности у
фільтрі низьких частот і
конденсатор у фільтрі
високих частот) чинять
опір проходженню сиґна-

лу , залежно від його частоти, а паралельні ланки, діючи як шунти, відволікають
на себе відповідну частоту сиґналу.

На рис. 9.5 показана схема найпростішого смугового, а на рис. 9.6 заго-

Рис. 9.5. Схема
смугового фільтра

Рис. 9.3. Схема
фільтра низьких

частот

Рис. 9.4. Схема
фільтра високих

частот
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роджувального фільтрів. Смуговий фільтр пропускає лише вузьку смугу частот,
а загороджувальний навпаки – затримує таку смугу. Послідовні й паралельні ла-
нки цих фільтрів настроюються в резонанс на потрібні частоти.  На цих частотах
послідовно сполучені котушка індуктивности й конденсатор мають нульовий
опір, а при паралельному сполученні вони мають безмежно великий опір
(нульову провідність).

Для одержання потрібних характеристик фільтрування того чи іншого сиґ-
налу сполучають каскадно декілька фільтрів.

9.8. Вищі гармоніки у трифазних колах
Реальні трифазні джерела часто виявляються несинусоїдальними. Фазні ЕРС

повторюють за формою одна одну, але зі зміщенням фаз на третину періоду, і
можуть бути розкладені в гармоніки. Постійна складова звичайно відсутня.

ЕРС k-ї гармоніки запишемо у вигляді

0

0

sin( );

sin( 120 );

sin( 120 ).

A m

B m

C m

e E k t
e E k t k
e E k t k

= ω +ψ

= ω − +ψ

= ω + +ψ
(9.15)

Гармоніки з числами k = 1, 4, 7, 10,... утворюють пряму послідовність чер-
гування фаз, з k = 3, 6, 9... нульову послідовність, з k = 2, 5, 8, 11,... – зворотну
послідовність чергування фаз. Фазні ЕРС нульової послідовности збігаються за
фазами.

Розглянемо особливості роботи
трифазних кіл, викликані нульовою
послідовністю.

1. При сполученні фаз трифазного
ґенератора в трикутник по них прохо-
дитимуть струми нульової послідов-
ности, навіть при відсутності зовніш-
нього навантаження.

Алґебраїчна сума ЕРС k-ї гармо-
ніки нульової  послідовности в трикут-

нику дорівнює 3 kE� . Якщо позначити
опір фази для k-ї гармоніки через Zk, то струм k-ї гармоніки в триктнику

33 , 3,6,9,...
3

k k
k k

k k

E EE I k
Z Z

= = =
� �� �                                    (9.16)

Діюче значення струму буде

2 2 2
3 6 9 ...I I I I= + + +

(9.17)

Рис. 9.7. До вищих гармонік у
трифазному колі
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2. Якщо сполучити фази трифазного ґенератора у відкритий трикутник, то
при наявності нульової послідовности на відкритих кінцях напруга буде
дорівнювати сумі ЕРС гармонік, кратній трьом

U E E E= + + +3 3
2

6
2

9
2 ...                                       (9.18)

3. У лінійній напрузі незалежно від того, у зірку чи трикутник сполучені
обмотки фаз ґенератора, гармоніки нульової послідовности відсутні.

При сполученні в зірку лінійні напруги третьої гармоніки дорівнюють
різниці відповідних фазних напруг. Оскільки ці напруги збігаються за фазами, то
вони взаємно компенсуються.

При сполученні в трикутник лінійна напруга k-ї гармоніки .k k k kU E Z I= −� � �

Згідно з (9.16), одержуємо 0.kU =�
У фазній напрузі можуть бути присутніми всі гармоніки, у лінійній напрузі

гармоніки нульової послідовности відсутні, тому

U

U

U U U U

U U U U
Л

Ф
=

+ + + +

+ + + +
<

3
31

2
2
2

4
2

5
2

1
2

2
2

3
2

4
2

...

...
.                                (9.19)

4. При сполученні зірка-зірка без нейтрального проводу струми нульової
послідовности не можуть проходити лінійними проводами, тому між
нульовими точками буде діяти напруга нульової послідовности

U U U U0 3
2

6
2

9
2= + + +...  

. (9.20)

5. При сполученні зірка-зірка з нейтральним проводом при симетричному
навантаженні нейтральним проводом будуть протікати струми нульової послі-
довности

0
0

, 3, 6,9,...,
3

k
k

k k

E
I k

Z Z
= =

+

��                             (9.21)

де Zk - повний комплексний опір фази; Z0k - повний комплексний опір нейтраль-
ного провідника.

По кожному з лінійних провідників проходитимуть струми нульової послі-
довности  I0k/3.

Приклад. ЕРС фази A в схемі рис. 9.7: eA = Em1sinωt + Em3sinωt + Em9sin9ωt.
Визначити покази приладів електродинамічної системи.
Лініями проходить перша гармоніка струму I1, згідно з чим:
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2 2 2 2 2
= + + = +; .

З явищем вищих гармонік у трифазних колах доводиться рахуватися в прак-
тичних умовах, як одним з небажаних факторів.

9.9. Контрольні запитання
1. Чи існують насправді вищі гармоніки періодичної функції, чи це лише

математичне представлення її?
2. Про які види потужности можна говорити в колах періодичного струму,

крім синусоїдального?
3. На яких властивостях елементів електричного кола будуються електричні

фільтри?
4. Чому в трифазних колах порява вищих гармонік є небажаним явищем?
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10. КЛАСИЧНИЙ МЕТОД РОЗРАХУНКУ ПЕРЕХIДНИХ
            ПРОЦЕСIІВ

10.1. Перехiднi процеси в електричних колах
Перехідним називається процес, що виникає в електричному колі при

переході від одного усталеного режиму до іншого. Він виникає при зміні стру-
ктури кола або при стрибкоподібній зміні параметрів джерел енерґії. У будь-яко-
му електричному колі, в якому не можуть розвиватися безмежно великі напруги
або проходити безмежно великі струми, миттєва потужність – величина скін-
ченна. Тому в таких колах неможлива миттєва зміна накопиченої в електричних
і маґнетних полях енерґії. Цей процес є тривалим. Саме він зумовлює перехідний
процес у колі.

Стан електричного кола описується системою алґебро-диференціальних
рівнянь. Це структурні рівняння

j i u ek k
k

k k
k

, ; ,= =∑ ∑0 0
.                                  (10.1)

і рівняння елементів

u R i u L
di
dt

i C
du
dtRk k Rk Lk k

k
Ck k

Ck= = =; ;
.                    (10.2)

Знаходження струмів і напруг в усталеному режимі зводиться до знахо-
дження часткових розв’язків диференціальних рівнянь кола. Способи знахо-
дження цих розв’язків були розглянуті в попередніх главах. Для знаходження стру-
мів і напруг у перехідному процесі необхідне розв’язання повних диференціа-
льних рівнянь кола.

У випадку лінійних рівнянь повний розв’язок x(t), де x - колонка невідомих,
можна подати сумою часткового розв’язку x′(t) неоднорідних рівнянь, тобто рів-
нянь, що містять джерела енерґії, і повного розв’язку x′′(t) однорідних рівнянь
(без джерел енерґії) тобто

x(t) = x′(t) + x′′(t).                                            (10.3)

При t → ∞ x′′(t) прямує до нуля, тому що процес у колі з втратами при
відсутності джерел енерґії повинен загасати. Тому цю складову називають
перехідною, або вільною. Отже, x(t) прямує до x′(t). Таким чином, частковий роз-
в’язок x′(t) є усталеним режимом кола.

Диференціальні рівняння електричного кола визначені лише при t > 0,
тому для отримання однозначного розв’язку необхідно знати початкові умови
– значення невідомих при t = 0. Ці умови не пов’язані з диференціальними
рівняннями кола, тому їх визначення є самостійною задачею.
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10.2. Розрахунок початкових умов
Будь-яку зміну в колі, що викликає перехідний процес, називають комута-

цією. Вважатимемо, що ця зміна відбувається миттєво за інтервал часу ∆t = 0.
Реальний процес комутації завжди триває скінченний, хоча й дуже малий інтер-
вал часу. Домовимося надалі відлік часу t = 0 суміщати з моментом комутації.
Час, що до моменту комутації позначатимемо t = -0, а після неї – t = +0.

Початкові умови залежать безпосередньо від попереднього докомутаційно-
го режиму, а також від стану кола при t і 0. Стан кола в післякомутаційний період
визначається законами Кірхгофа, а зв’язок з попереднім режимом здійснюється
за законами комутації. Таких законів є два.

Перший закон комутації встановлює неперервність маґнетного потоку
замкненого контуру.

Цей закон є безпосереднім наслідком закону електромаґнетної індукції
(3.33). Індукована ЕРС, згідно з (3. 33), є поняттям, що стосується замкненого кон-
туру, і визначається швидкістю зміни маґнетного потоку даного контуру. Якби
цей потік був розривною в часі функцією, то eінд досягала б безмежно великих
значень, що з енерґетичних міркувань неприпустимо. Це і є доказом справед-
ливости першого закону комутації

Φ(+0) = Φ(-0).                                                (10.4)

Стосовно котушок індуктивності в електричних колах, вираз (10.2) зручніше
записати в масштабі потокозчеплень (див. (4.22)):

Ψ(+0) = Ψ(-0).                                                 (10.5)

Другий закон комутації встановлює неперервність заряду конденсаторів
перетину.

Замкнену поверхню S, що визначає перетин, виберемо так, щоб вона прохо-
дила між обкладинками конденсаторів, і запишемо закон неперервності струму
(3.13). Згідно з (1.32) одержуємо

γ
∂
∂

E
D

S+






 =∫ t
d

S

0.
                                     (10.6)

Якщо скористатися постулатом Максвелла (3.1), то (10.6) можна подати у
вигляді

γE Sd
dQ
dt

S
∫ + = 0,

                                            (10.7)

де Q – сумарний ладунок конденсаторів перетину.
Щоб рівність (10.7) задовольнялася, необхідною умовою є неперервність у

часі функції Q(t), що і є математичним доведенням другого закону комутації
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Q(+0) = Q(-0).                                                       (10.8)

Закони Кірхгофа, записані для фіксованого часу t = +0, і закони комутації -
математична підстава для обчислення початкових умов електричного кола. У
практичних розрахунках доцільно скористатися так званими розрахунковими схе-
мами індуктивностей та ємностей. Першу з них отримуємо закорочуванням
усіх елементів у вихідній схемі кола, крім котушок індуктивностей і джерел

струму, другу –
розривом усіх
віток, крім утво-
рених конденса-
торами та дже-
релами напру-
ги. Спосіб побу-
дови розрахун-
кових схем інду-
ктивностей і єм-
ностей показано
на рис. 10.1. Ці
схеми треба бу-

дувати лише для так званих D-вироджених кіл. D-вироджене коло містить
принаймні один контур, утворений конденсаторами й джерелами напруги, або
принаймні один перетин, утворений індуктивними вітками й джерелами струму.

Приклад. Розглянемо випадок рис.10.1 Записуємо закон струмів Кірхгофа
для розрахункової схеми індуктивностей і закон напруг Кірхгофа для розрахун-
кової схеми ємностей при фіксованому часі t=+0.

і1(+0) + і2(+0) = j(+0);     і3(+0) = і4(+0);
u1(+0) + u2(+0) = e(+0).                                             (10.9)

Використовуючи залежності між струмами й потокозчепленнями котушок
(4.31), напругами й зарядами конденсаторів (4.46), запишемо

ψ1 = L1i1;  ψ2 = L2i2 + M23i3; ψ3 = L3i3 + M23i2;
ψ4 = L4i4;   q1 = C1u1;  q2 = C2u2.                              (10.10)

Контурні рівняння потокозчеплень, згідно з першим законом комутації
(10.5), і рівняння ємнісного перетину, згідно з другим законом комутації (10.8),
набувають, з використанням попереднього виразу, вигляду

L i L i M i

M i L i L i

C u C u q q

1 1 2 2 23 3 1 2

23 2 3 3 4 4 3 4

1 1 2 2 1 2

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ) ( ).

+ − + − + = − − −

+ + + − + = − − −

+ − + = − − −

ψ ψ

ψ ψ (10.11)

Рис. 10.1. Cхема D-виродженого кола та розрахункові
схеми індуктивностей і ємностей
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Система шести рівнянь (10.9), (10.11) містить шість невідомих i1(+0), i2(+0),
i3(+0), i4(+0), u1(+0), u2(+0). Значення потокозчеплень і зарядів при t=-0 вважаємо
відомими з розрахунку докомутаційного усталеного режиму. Таку систему зав-
жди можна розв’язати й знайти необхідні початкові умови – значення невідомих
при t = +0.

Якщо у колі немає вироджень, то розрахункові схеми індуктивностей роз-
падаються на закорочені котушки. Це ж стосується і тих котушок у вироджених
колах, що не потрапляють в індуктивні перетини. У такому разі, згідно з (4.31),
вираз (10.5) спрощується

iL(+0) = iL(-0).                                             (10.12)

Для конденсаторів, що не утворюють вироджень, розрахункові схеми єм-
ностей розпадаються на відокремлені конденсатори. У такому разі згідно з (3.46),
вираз (10. 8) спрощується

uC(+0) = uC(-0).                                          (10.13)

Отже, струми котушок індуктивностей і напруги конденсаторів, що не
утворюють вироджень, є неперервними функціями.

Розрахунок початкових умов електричного
кола з використанням (10.12), (10.13) покажемо
на прикладі схеми електричного кола рис.10.2.

Режим комутації полягає в раптовому зами-
канні в момент часу t = 0 ключа, який шунтує
резистор R1. Отже, цей резистор у  скомуто-
ваному колі не фіґурує. Зате він фіґурує на ета-
пі обчислення значень iL(-0) й uС(-0), як таких, що
беруть з попереднього режиму до комутації.

Алґоритм розрахунку.
1. З розрахунку докомутаційного устале-

ного стану знаходимо струми котушок індуктив-
ностей і напруги конденсаторів.

У колі діє синусоїдальна ЕРС: e = Emsin(ωt + ψE). Тоді

1

1 1

1

( )( ); .
( )( )
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L C L

C C
L

C

R R jxEI U I
R R jx R R jxjx
R R jx

+ −
= =

+ − + −+
+ −

�� � � (10.14)

2. Записуємо значення величин (10.14) як функції часу, й обчислюємо їх при
t  = - 0

i I t u U t

i I u U
L Lm L C Cm C

L Lm L C Lm C

= + = +

− = − =

sin( ); sin( );

( ) sin ; ( ) sin .

ω ψ ω ψ

ψ ψ0 0
(10.15)

Рис.10.2. Схема
комутованого кола
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3. Записуємо структурні рівняння скомутованого кола при t = +0

( 0) ( 0) ( 0) 0 ; ( 0) ( 0) 0 ;
( 0) ( 0) ( 0) sin .

L R C R C

C L m E

i i i u u
u u e E

− + + + + + = + − + =
+ + + = + = ψ

(10.16)

4. Записуємо рівняння елементів при t = +0. Рівняння резисторів при цьому
залишаються чинними, як алґебраїчні, а рівняння котушок, індуктивностей й
конденсаторів, як диференціальні, при t = 0 втрачають сенс, тому їх і підміняють
закони комутації (10.12), (10.13)

 iL(+0) = iL(-0);  uC(+0) = uC(-0);  uR(+0) = RiR(+0).                         (10.17)

Вирази (10.6), (10.7) утворюють повну систему рівнянь для обчислення
шуканих початкових умов. Розв’язуючи їх, знаходимо

u u u e u

i u R i i u R
R C L C

R C C L C

( ) ( ); ( ) ( ) ( );

( ) ( ) / ; ( ) ( ) ( ) / .

+ = − + = + − −

+ = − + = − − −

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
(10.18)

Початкові умови можуть бути незалежними і залежними. До незалежних
належать струми котушок індуктивності та напруги конденсаторів. Решта почат-
кових умов – залежні. У вироджених колах кількість незалежних умов змен-
шується на кількість вироджень. Так, у схемі (рис. 10.2) дві незалежні початкові
умови, за кількістю реактивних елементів, у схемі рис. 10.1 – чотири, не дивля-
чись, що сім реактивних елементів, бо тут два вироджені індуктивні перетини й
один вироджений ємнісний контур.

Диференціальні рівняння при заданих початкових умовах становлять так зва-
ну задачу Коші для звичайних диференціальних рівнянь. Задача Коші забезпечує
однозначність розв’язку диференціальних рівнянь. Є декілька методів розв’я-
зання цієї задачі. Ми розглянемо основні з них – класичний й операторний.

10.3. Алґоритм розрахунку перехідних процесів
Алґоритм розрахунку перехідного процесу класичним методом покажемо

на прикладі перехідного стану кола, схема якого зображена на рис. 10.2.
1. Розраховуємо початкові умови (див. п.10.2.)
2. Записуємо диференціальні рівняння скомутованого кола. Вони можуть

бути записаними за тим чи іншим методом, наприклад, контурних струмів,
вузлових напруг тощо. Але ми скористаємося стартовими рівняннями (10.1),
(10.2), які тут набувають вигляду

 -iL + iR + iC = 0;  uR - uC = 0;  uC + uL = e(t);                              (10.19)

u Ldi dt i Cdu dt u RiL L C C R R= = =/ /; ; .                   (10.20)

Підставляючи (10.20) у (10.19), одержуємо так звану систему гібридних
рівнянь
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−

− ⋅ =

1 1

1

1

Cd dt

R

Ld dt

i

i

u e t

L

R

C

/

/ ( )

. (10.21)

3. Знаходимо усталений режим скомутованого кола. Це буде частковий
розв’язок алґебрично-диференціальних рівнянь (10.21)

( )
; ;

( )

; / ; /( ).

C
L C R L

C C
L

C

L L L R R C C C

R jxEI U U IR jx R jxjx
R jx

U jx I I U R I U jx

−
= = =

− −+
−

= = = −

�� � � �

� � � � � �

Ці розв’язки треба подати як функції часу

sin( ); sin( );
sin( ); sin( ); sin( ).

L Lm iL C R Cm uC L Lm

uL R Rm iR R Rm iR

i I t u u U t u U
t i I t i I t

′ ′ ′ ′= ω + ψ = = ω + ψ = ⋅
′ ′⋅ ω + ψ = ω + ψ = ω + ψ

(10.22)

4. Знаходимо перехідні складові. Їх часто називають ще перехідною реакцією
кола. Це повний розв’язок однорідних (e(t) = 0) рівнянь (10.21).

4.1. Записуємо характеристичне рівняння. Для цього вводимо символ l = d/
dt і прирівнюємо детермінант системи до нуля

−

− =

1 1

0 1

0 1

0

λ

λ

C

R

L

.

Звідки

LRCλ2+Lλ+R=0.                                              (10.23)

4.2. Знаходимо корені характеристичного рівняння

2 2

12
4 .

2
L L R LC

RLC
− ± −

λ =                                (10.24)

4.3. Залежно від характеру коренів (10.24) записуємо повні розв’язки
однорідного рівняння

а) корені дійсні і різні λ1 ≠ λ2 ≠...≠ λν
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x A ek
t

k

n
k=

=
∑ λ

1

;                                                (10.25)

б) корені дійсні рівні λ1 = λ2 =...= λν = λ

x A t ek
k t

k

n

= −

=
∑ 1

1

λ ;                                            (10.26)

в) корені комплексні попарно спряжені λ1,2 = −δ ± j ω0

0sin( ).tx Ae t−δ= ω + χ                                          (10.27)

Тут Ak, A, χ - постійні інтеґрування, n - порядок характеристичного рівняння.
Для визначеності зупинимося на випадку (10.25) дійсних різних коренів. Хай λ1
= −α;   λ2 = −β. Тоді

1 2 1 2; .t t t t
L Ci A e A e u B e B e−α −β −α −β′ ′= + = +                            (10.28)

Аналоґічно можна записати решту невідомих u″R, i ″R, u″L,  i″C. При цьому
будуть лише інші постійні інтеґрування.

5. Записуємо повні розв’язки диференціальних рівнянь  електричного кола
відповідно до (10.3) як суму перехідної й усталеної складових

i A e A e I t

u B e B e U t

L
t t

Lm Li

C
t t

Cm Cu

= + + +

= + + +

− −

− −

1 2

1 2

α β

λ β

ω ψ

ω ψ

sin( ) ;

sin( ) .
(10.29)

6. Визначаємо постійні інтеґрування. Для цього використовуємо початкові
умови (див. приклад у 10.2)

iL(+0) = A1 + A2 + ILm sinψLi;  uC(+0) = B1 + B2 + UCm sinψCu.          (10.30)

Цих рівнянь достатньо лише у випадку характеристичного рівняння пер-
шого порядку, яке має лише один корінь, і, відповідно, перехідна складова - лише
одну постійну інтеґрування. У решті випадків доводиться користуватися похід-
ними (10.29) до m-1-го порядку, де m – кількість коренів характеристичного рів-
няння. Оскільки у нашому випадку m = 2, то достатньо використати лише перші
похідні

di

dt
A e A e I t

u

L
L t t

Lm Li
L= − − + + =− −α β ω ω ψα β

1 2 cos( )  ;

du

dt
B e B e U t

i

C
C t t

Cm Cu
C= − − + + =− −α β ω ω ψα β

1 2 cos( ) .  (10.31)
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Записуємо (10.31) для часу t = +0

− − + = +

− − + = +

α β ω ψ

α β ω ψ

A A I u L

B B U i C
Lm Li L

Cm Cu C

1 2

1 2

0

0

cos

cos

( ) / .

( ) / . (10.32)

Як бачимо, у (10.32) використані залежні початкові умови (10.18).
Розв’язуючи сумісну систему (10.30), (10.32), обчислюємо A1, A2, B1, B2.
7. Підставляємо значення постійних інтеґрування у повні розв’язки (10.29).

У результаті цього одержуємо остаточний результат розрахунку перехідного
процесу в електричному колі.

10.4. Властивості коренів характеристичного рівняння
Першою властивістю коренів характеристичного рівняння пасивного

електричного кола є те, що дійсні частини усіх коренів повинні бути від’ємними

   Re(λi) < 0.                                                    (10.33)

Ця властивість є прямим наслідком того, що процес повинен загасати з
часом.

Другою властивістю є те, що всі комплексні корені мусять бути попарно
спряженими, оскільки розв’язки рівнянь, що визначають функції часу i(t), u(t),
повинні бути дійсними.

Третя властивість полягає в тому, що суто уявні корені λi = jω0 та λ *i = -jω0
повинні бути простими. Дійсно, якби ці корені мали кожен кратність m > 1, то

відповідний зв’язок, на відміну від (10.27), мав би
вигляд

( )A A t A t tm
m

0 1 1
1

0+ + + −
−... sinω

.

При m > 1 ми одержали б коливання з
наростаючою до безмежності амплітудою, що з
енерґетичних засад неможливо.

Суто уявні корені можуть бути тільки у
випадку електричних кіл без втрат (ідеалізований

випадок).
За виглядом коренів характеристичного рівняння можемо судити про харак-

тер перехідного процесу в колі. Так, при дійсних коренях він має експоненціаль-
ний перебіг, при комплексних –  коливний. У зв’язку з цим варто розглянути пе-
рехідний процес при розряді конденсатора ємністю С на реальну котушку з ін-
дуктивністю L і опором R (див. рис.10.3).

Початкові умови тут очевидні. Конденсатор заряджений до напруги uC(+0)
= uC(-0) = -V, а струм котушки і(+0) = і(-0) = 0, оскільки контур до комутації був
незамкнутий. Усталені значення струмів і напруг тут нульові, бо відсутнє дже-

Рис.10.3. До розладування
конденсатора
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рело енерґії, а нагромаджена енерґія конденсатора з часом перетвориться в те-
пло на опорі резистора. Таким чином, перехідний процес тут визначається ли-
ше перехідними складовими струму і напруг.

Запишемо диференціальні рівняння скомутованого кола: структурне рів-
няння: uC + uR + uL = 0 і рівняння елементів: uR = Ri,  uL = Ldi/dt,  іC = CduC/dt. Під-
ставляючи рівняння елементів у структурне рівняння, одержуємо:

LC
d u

dt
RC

du

dt
uC C
C

2

2 0+ + = .                                 (10.34)

Відповідне характеристичне рівняння одержуємо заміною λ = d/dt

LCλ2+RCλ+1=0.                                                 (10.35)
Звідки

λ1 2

2

22 4

1
, = − ± −

R

L

R

L LC
.                                     (10.36)

Характер коренів визначається підкореневим виразом (10.36). Якщо він
більший від нуля, маємо дійсні корені λ1 = -α; λ2 = -β. За умови рівності обох
підкореневих доданків підкореневий вираз вироджується в нуль і матимемо ви-

падок рівності дійсних коренів λ1 = λ2 = - R/2L = -
α. Якщо ж він менший від нуля, маємо комплекс-
ні спряжені корені λ1,2= −δ ± ω0.

У першому випадку розв’язок має ек-
споненціальний характер

uC = A1e
−αt + A2e

−βt.                (10.37)

У другому також
uC = (B1 + B2t)e

-αt.                  (10.38)

У третьому – коливний

uC = Ae-δt sin(ω0t + χ).             (10.39)

Того чи іншого характеру перехідного
процесу тут легко добитися зміною значення опо-
ру R. Якщо R достатньо велике, то підкореневий

вираз буде додатним. Якщо ж R прямує до нуля, то він стає від’ємним.
Обчислимо постійні інтеґрування.
Використовуючи значення uC(+0), в усіх трьох випадках матимемо

uC(+0) = A1 + A2;  uC(+0) = Asinχ;  uC(+0) = A1.                     (10.40)

Тепер скористаємося першими похідними усіх трьох виразів

Рис. 10.4. Криві експонен-
ціального розряду

конденсатора
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Записуючи ці вирази при t = +0, одержуємо

1 2 1 2

0

0; 0;
sin cos 0.

A A B Bα + β = α − =
δ χ − ω χ =                                   (10.41)

Розв’язуючи сумісну систему (10. 40), (10.41), знаходимо необхідні постій-
ні інтеґрування, які, відтак, підставляємо в (10.37)-(10.39).

На рис.10.4. показано експоненціальне розладування конденсатора, а на
рис.10.5. – коливне.

10.5. Недоліки класичного методу розрахунку
               перехідних процесів

1. Метод обмежений суто лінійними електричними колами.
2. Метод надзвичайно трудомісткий. Крім розрахунку перехідної реакції, тут

потрібно розраховувати також усталений процес для визначення відповідних
складових як функцій часу.

3. Метод обмежений простими електричними
колами, що містять не більше від двох реактивних
елементів, бо в противному разі виникають труднощі
розв’язання характеристичного рівняння вище від
другого порядку і визначення постійних інтеґрування.

4. При джерелах енерґії, відмінних від постійних
і синусоїдальних за часом, виникає потреба
звертатися до рядів Фур’є при розрахунку усталених
складових, і то лише у випадку періодичних функцій
часу. У випадку джерел неперіодичної дії метод
взагалі непридатний.

Як бачимо, цей метод у практичних електротех-
нічних розрахунках використати неможливо. Але

його значення й розуміння конче потрібне для пізнання суті електромаґнетних
явищ в електричних колах.

Рис.10.5. Криві коливного
розряду конденсатора
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10.6. Перехідні характеристики електричного кола
Перехідні характеристики електричного кола визначають при дії на коло

збурюючого сиґналу у вигляді одиничної функції

0, якщо 0;
1( )

1, якщо 0.
t

t
t

<
=  ≥

                  (10.42)

Зміщену вправо на проміжок часу t функцію (10.42) можна записати у
вигляді 1(t - t). Ця функція дорівнює нулеві при t < t  і дорівнює одиниці при t Ј t
. Дію одиничної функції на коло можна інтерпретувати як під’єднання за допо-
могою ключа постійної ЕРС, що дорівнює один вольт, або як безпосередню дію
стрибкоподібного джерела при відсутності ключа.

Струми й напруги, що виникають у колі, прямо пропорційні прикладеній
стрибкоподібній ЕРС. Тому можемо записати

 x(t)=E(t)h(t),                                                  (10.43)

де x(t) - шукана величина (струм чи напруга); h(t) - деяка функція часу, яка
зветься перехідною характеристикою кола. Перехідна характеристика залежить від
шуканої величини і збурюючого сиґналу. Вона може мати розмірність або бути
безрозмірною величиною. Якщо шуканою величиною x(t) є струм на вході, а
збуренням - сиґнал напруги, то перехідна характеристика має розмірність про-
відності і називається перехідною провідністю. Її позначають y(t).

Функцію x(t) можна визначити, розрахувавши класичним методом струм
і(t) при вмиканні даного кола під дію постійної напруги U = const, і тоді y(t) = i(t)/
U. Наприклад,  для кола з послідовно сполученими R i L маємо

y t
R

e
R

L
t

( ) = −














−1
1 ,                                           (10.44)

а для кола з послідовно сполученими R i C

y t
R
e RC( ) =

−1
1
.                                                (10.45)

Якщо до кола прикладена стрибкоподібна ЕРС, то

0, якщ о 0;
( ) 1( ) ( )

( ), якщ о 0.
t

i t E t y t
Ey t t

<
= =  ≥

          (10.46)
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10.7. Інтеґрал Дюамеля
Інтеґрал Дюамеля застосовують у тому випадку, коли на коло діє збурення

довільної форми.
Хай на коло, що має перехідну провідність y(t), діє напруга u(t) довільної

форми (рис.10.6). Коло може бути будь-якої складності. Його розглядаємо як па-
сивний двополюсник. Струм i(t) на вході кола, що виникає під дією напруги u(t),

можна визначити так: замінимо реальну кри-
ву u(t) приблизно ступінчастою з інтервалами
за віссю t, що дорівнюють Dt (рис.10.6). Струм
у момент часу t можна розглядати як такий,
що виникає під дією серії стрибкоподібних
напруг, що слідують одна за одною через ін-
тервали часу ∆t від 0 до t. Перший стрибок
дорівнює u(0) у момент часу t = 0. Наступні

стрибки дорівнюють ∆
∆

∆
∆u

u

x
x= . Складова

струму, зумовлена окремим стрибком
напруги, що діє у момент часу t, дорівнює

∆uy(t - τ). Перехідну характеристику треба розглядати як функцію арґументу t -
τ, оскільки від часу виникнення даного стрибка напруги до моменту часу t від-
ліку струму пройшов час t - τ. Увесь струм i(t) є сумою складових струму,
зумовлених окремими стрибками напруги

i t u y t y t
ut

( ) ( )  ( ) ( ) .= + −
=

=

∑0
0

τ
∆

∆τ
∆τ

τ

τ
                       (10.47)

При зменшенні інтервалів ∆t до безмежно малих dt ступінчаста крива на-
пруги перейде в задану криву u(t) і  одержимо точне значення для шуканого
струму

i t u y t y t u d
t

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,= ⋅ + − ′∫0
0

τ τ τ                       (10.48)

де

′ =
=

u
du

dt t
( ) .τ

τ

                                              (10.49)

Вираз (10.48) називається інтеґралом Дюамеля. Він дає змогу обчислити
струм у колі під дією напруги довільної форми, причому перехідну реакцію y(t)

Рис.10.6. До інтеґрала
Дюамеля
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визначаємо в результаті розв’язання простішої задачі вмикання цього ж кола під
дію постійної напруги.

Приклад. Розглянемо вмикання зображеного на рис. 10.7. RC-кола, R = 10
Oм, C = 200 мкФ під дією напруги

50000 100 if 0 0 001
50000 100 if 0 001 0 002
0 if 0 002

t t
u t t t

t

+ ≤ ≤
 − ≤ <
 ≤

,     . ;
( )= ,     . . ;

,                   . .
(10.50)

Форма сиґналу (10.50) показана на рис.10.8.
Треба знайти  струм на усьому інтервалі часу .

Диференціюючи (10.50) за t, одержуємо

50000 if 0 0.001;
50000 if 0 001 0 002;
0 if 0 002 .

,     
( )= ,     . .

,           .

t
u t t

t

≤ ≤
′ ≤ <
 ≤

(10.51)

u(0) = 100. Згідно з (10.44) перехідна провідність y(t) =
0.1e-500t

.
Інтеґрал (10.48) на кожному з інтервалів тривалості вхідного сиґналу

записується по-різному

1
0

0 if 0 0 001;( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,    .
t

i t u y t u y t d t′= + τ − τ τ ≤ <∫

0.001

1
0

2
0.001

( ) (0) ( ) ( ) ( ) 150 ( 0.001)

( ) ( ) , if 0.001 0.002;
t

i t u y t u r y t r dr y t

u r y t r dr t

′= + − − − +

′+ − ≤ <

∫

∫

0.001

0

0.002

0.001

0 150 0 001

if 0.002 .

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( . )

( ) ( ) ,    

i t u y t u y t d y t

u y t d t

′= + τ − τ τ− − +

′+ τ − τ τ ≤

∫

∫

Рис.1 0.7 .
Комутоване коло
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Залишається лише підставити цифри і проінтеґрувати елементарні вирази.
Стрибкоподібний спад напруги при t = 0.001c від 150 В до -50 В в останніх

двох інтеґралах відображено стрибком від’ємної напруги, що дорівнює -150 В.
 Якщо інтеґрал (10.48) взяти по частинах, то легко одержати інший вираз, а

саме

i t y u t y t u d
t

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .= ⋅ + ′ − ⋅∫0
0

τ τ τ (10.52)

Вирази (10.48 ) і (10.52 ) тотожні.

10.8. Контрольні запитання
1.Чим обумовлено те, що перший закон комутації стосується замкнутого

контуру, а другий закон комутації стосується замкнутої поверхні (перетину)?
2. У яких випадках можна користуватися не законами комутації, а їхніми

наслідками?
3. Який на вашу думку основний недолік уласичного методу розрахунку

перехідних процесів?
4. У яких випадках є потреба звертатись до методу інтеґрала Дюамеля?
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11. ОПЕРАТОРНИЙ МЕТОД РОЗРАХУНКУ ПЕРЕХIДНИХ
             ПРОЦЕСIІВ

11.1. Операторне вIідображення часових функцIій
Лінійні диференціальні рівняння можна проінтеґрувати також операторним

методом. Для розрахунку перехідних процесів в електричних колах цей метод
вперше застосував Хевісайд у кінці минулого століття. Однак ми будемо корис-
туватись операторним методом  Лапласа, як найпоширенішим.

В операторному методі дійсні функції часу, які називаються ориґіналами,
замінюють їх операторними відображеннями. Функціональне перетворення ви-
бирають так, щоб операції диференціювання й інтеґрування ориґіналів заміню-
валися алґебраїчними операціями над їх зображеннями. У такому разі дифе-
ренціальні рівняння  ориґіналів переходять в алґебраїчні рівняння зображень.

Зв’язок між ориґіналом f(t) і зображенням F(p) здійснюється за допомогою
інтеґрала Лапласа

F p f t e dtpt( ) ( )= −

+

∞

∫
0

.
(11.1)

де p = σ+jη – комплексне число. Отже, операторне відображення дійсної функції
часу є функцією комплексної змінної.

Для того, щоб інтеґрал (11.1) мав скінченне значення, функція f(t) повинна
задовольняти умовам Дирихле, тобто за будь-який скінченний проміжок часу
мати скінченну кількість розривів першого роду і скінченну кількість максимумів
і мінімумів. Крім того, ми вважатимемо, що при t > 0 задовольняється умова |f(t)|
< Aeαt, де А, α – деякі додатні числа. Інакше кажучи, можна вибрати A і a так, що-
би модуль функції f(t) зростав повільніше ніж Aeαt . Усі реальні струми й напруги
задовольняють цим умовам. Для того, щоб інтеґрал Лапласа мав скінченне зна-
чення, необхідно, щоби σ > α.

Комплексне число р називають оператором.
Відповідність між ориґіналом й зображенням записують умовно так

F(p) ← f(t).                                                   (11.2)

Перетворення Лапласа чинне з моменту часу t = +0.
Ориґінал за його зображенням знаходимо за допомогою зворотного

перетворення Лапласа

1
2

0

0

π
σ

σ

j
F p e dp f t
j

j
pt( ) ( ) .

− ∞

+ ∞

∫ =                           (11.3)

В електротехніці розповсюджене також функціональне перетворення за
Карлсоном. Відрізняється воно додатковим множником p у (11.1)
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11.2. Приклади зображень функцій
Зображення функцій здійснюємо за інтеґралом (11.1).
1. Зображення сталої А має вигляд:

A Ae dt
A

p
e

A

p
pt pt→ = − =− −

+

∞

+

∞

∫
00

.                             (11.4)

2. Зображення експоненти eat:

e e e dt e dt
p

e
p

t t pt p t p tα α α α

α α
→ = =−

−
=

−
−

+

∞
−

+

∞
− −

+

∞

∫ ∫
0 0 0

1 1( ) ( ) .         (11.5)

3. Зображення синусоїди sin(ωt + ψ):
Використаємо відому рівність, що подає синусоїду сумою двох експонент,

тоді одержуємо

( ) ( )sin( )

sin cos
.

( ) ( )ω ψ

ω ω
ψ ω ψ

ω

ω ψ ω ψ ψ ω ψ ω

ψ ψ

t
j
e e

j
e e e e

j
e

p j t
e
p j t

p
p

j t j t j j t j j t

j j

+ = − = − →

→
−

−
+









 =

+

+

+ − + − −

−

1
2

1
2

1
2 2 2

(11.6)

4. Зображення похідної  f’(t):

′ → ′
∞

−∫f t f t e dtpt( ) ( ) .
0

Інтеґруючи цей вираз по частинах і беручи до уваги, що e f tpt

t

−

=∞
=( ) 0 ,

одержуємо

′ → + = − +−

+

∞ −
∞

∫f t e f t p e f t dt pF p fpt pt( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
0

0

0     (11.7)

Таким чином, при складанні операторних рівнянь електричного кола будуть
заздалегідь враховані початкові умови.

11.3. Операторні рiвняння електричного кола
Ураховуючи, що структурні рівняння електричного кола (10.1) є лінійною

комбінацією ориґіналів, а інтеґрал (11.1) від лінійної комбінації дорівнює цій же
лінійній комбінації інтеґралів окремих доданків, можемо записати
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I p J p U p E pk k
k

k k
k

( ), ( ) ; ( ), ( ) ,∑ ∑= =0 0      (11.8)

де Ik(p), Jk(p) - операторні відображення струмів і джерел струму, Uk(p), Ek(p) -
операторні відображення напруг й ЕРС.

Операторні відображення джерел енерґії (вірніше, їх напруг і струмів) у
загальному випадку здійснюємо за (11.1). У випадку кіл постійного струму
можна скористатися (11.4)

J
J

p
E

E

p
→ →; .                                             (11.9)

У випадку кіл синусоїдного струму можна скористатися (11.6)

J t J
p

p

E t E
p

p

m j m
j j

m e m
e e

sin( )
sin cos

;

sin( )
sin cos

.

ω ψ
ψ ω ψ

ω

ω ψ
ψ ω ψ

ω

+ →
+

+

+ →
+

+

2 2

2 2

(11.10)

Рівняння елементів (7.2), згідно з (11.7), набувають вигляду

U p R I p U p pL I p L i

U p
I p
pC

u
p

Rk k Rk Lk k Lk k Lk

Ck
Ck

k

Ck

( ) ( ); ( ) ( ) ( );

( )
( ) ( )

.

= = − +

= +
+

0
0 (11.11)

Як бачимо, операторні рівняня скомутованого електричного кола,
незважаючи на наявність реактивних елементів, – алґебраїчні. Ці рівняння
пов’язані з докомутаційним станом кола за рахунок наявності початкових умов

iLk(+0) та uCk(+0).
Розв’язавши опе-

раторні рівняння еле-
ктричного кола,  зна-
ходимо операторні
відображення стру-
мів і напруг. Щоб
знайти їх ориґінали,

треба скористатися інтеґралом (11.3), але такий шлях є складним. Пізніше
покажемо простіший шлях знаходження ориґіналів, що ґрунтується на так званій
теоремі розкладання.

Складають операторні рівняння кола за загальними правилами аналізу елек-
тричних кіл. Це можна дещо спростити, скориставшись так званими заступними
операторними схемами елементів.

Рис. 11.1. Заступні операторні схеми елементів
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Заступні операторні схеми елементів електричного кола будуємо за
виразами (11.11). Їх показано на рис.11.1

Розрахунок початкових умов не зв’язаний з операторним  відображенням.
Це самостійна задача. Вона здійснюється за правилами, описаними в розділі 10.2
попередньої глави.

11.4. Алґоритм розрахунку перехiідних процесiів
Алґоритм розрахунку перехідного процесу операторним методом

покажемо на цьому ж прикладі перехідного режиму кола, схема якого зображена
на рис.10.2.

1. Розраховуємо початкові умови (див. п. 10.2).
2. Записуємо операторні відображення джерел енерґії. Оскільки ми маємо

лише одне джерело синусоїдальної на-
пруги, то згідно з (11.6) одержуємо

E p E
p

pm
e( )

sin cos
.=

+

+

ψ ω ψ

ω2 2

                                          (11.12)
3. Будуємо заступну операторну

схему скомутованого кола (див. рис.
11.2).

4. Записуємо операторні рівняння
скомутованого електричного кола. Вони
можуть бути записані за будь-яким із

методів за правилами аналізу кіл постійного струму. Ми для прикладу запише-
мо стартові рівняння і рівняння за методом вузлових напруг.

Стартові рівняння мають вигляд

− + + = − =I p I p I p U p U pL R C R C( ) ( ) ( ) ; ( ) ( ) ;0 0

U p U p E p U p RI p

U p pLI p L i U p
I p

pC

u

p

C L R R

L L L C
C C

( ) ( ) ( ) ; ( ) ( );

( ) ( ) ( ); ( )
( ) ( )

+ − = =

= + + = +
+

0

0
0         (11.13)

Рівняння за методом вузлових напруг мають  вигляд

U p

E p Li

pL

u

p
pC

pL R
pC

L C

( )

( ) ( ) ( )

.=

+ +
+

+
⋅

+ +

0 0

1                      (11.14)

Рис. 11.2. Заступна операторна
схема скомутованого кола (рис.10.2)
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Маючи операторне відображення вузлової напруги, можемо знайти
операторне відображення будь-якої невідомої, наприклад напруги конденсатора
і струму котушки індуктивності

U p U p I p
E p Li U p

pLC L
L( ) ( ); ( )

( ) ( ) ( )
.= =

+ + −0
               (11.15)

Щоб записати операторні відображення невідомих у випадку стартових
операторних рівнянь, необхідно розв’язати систему (11.13).

5. За операторними відображеннями невідомих знаходимо їх ориґінали. Як
це робиться, буде показано в наступному розділі.

11.5. Перехід від зображення до ориґіналу. Теорема
               розкладання

Знаходити ориґінали за допомогою зворотного перетворення Лапласа
(11.3) дуже складно. Тому на практиці користуються простішим способом,
використовуючи так звану теорему розкладання.

Зображення необхідно привести до правильного дробу

F p
G p

H p
( )

( )

( )
,=                                                     (11.16)

де G(p), H(p) – поліноми від p. Вважатимемо, що степінь полінома в чисельнику
менший за степінь полінома в знаменнику. А крім того, що рівняння H(p) = 0 не
має кратних коренів, а також не має коренів, що дорівнюють кореням рівняння
G(p) = 0. Тоді раціональний дріб можна розкласти на найпростіші дроби

G p

H p

A

p p
k

kk

n( )

( )
,=

−=
∑
1

                                       (11.17)

де pk – k-й корінь знаменника, n-кількість коренів знаменника. Для визначення
коефіцієнтів Аk помножимо ліву й праву частини (11.17) на (p - pk). Прийнявши
p = pk, справа одержимо Аk, а зліва – невизначеність. Розкриваючи цю невизна-
ченість, одержимо

A
G p p p

H p
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−
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.          (11.18)

Таким чином, згідно з (11.17), (11.18)

F p
G p

H p
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H p p p
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k kk
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( )

( )

( )
.= =

′
⋅

−=
∑ 1

1

                           (11.19)
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Беручи до уваги (11.5), записуємо шуканий ориґінал

f t
G p

H p
ek

k

p t

k

n
k( )

( )

( )
.=

′=
∑
1

                                  (11.20)

Це і є теорема розкладання.
Якщо один з коренів полінома H(p) дорівнює нулеві, то відповідний член в

розкладі буде постійним. Це усталений струм або напруга в колі. Отже, в колі
діють відповідні джерела постійної напруги або струму.

Якщо H(p) має пару спряжених суто уявних коренів p j p j1 2= = −ω ω, , тоо
відповідні доданки

G j
H j

e
G j
H j

ej t j t( )
( )

( )
( )

ω
ω

ω
ω

ω ω

′
+

−
′ −

− .

визначають синусоїдальний струм або синусоїдальну напругу усталеного
режиму. Це значить, що в колі діють відповідні джерела синусоїдальних напруги
або струму.

Оскільки реальний фізичний процес унезалежнений від того, яким методом
ми його досліджуємо, то корені характеристичного рівняння класичного методу
і корені полінома H(p) операторного методу, як такі, що визначають одну й ту
ж перехідну реакцію, збігаються. Отже, збігаються і їхні властивості (див. розділ
10.2).

Приклад. Знайти струм при раптовому вмиканні реальної індукційної

котушки (R,L) на джерело синусоїдальної напруги e E tm= +sin( )ω 90� .
Оскільки котушка не була заживлена струмом до комутації, то маємо

нульові початкові умови  (ik(+0) = 0).
Операторне відображення струму тут очевидне

2 2( )
( )( )

mE pI p
p pL R

=
+ ω +

.                                        (11.21)

Корені знаменника H(p)=0: p1 = jω,  p2 = -jω,  p3 = -R/L.

Похідна знаменника H′(p) = 2 2 2p pL R L p( ) ( )+ + + ω  .
Значення коефіцієнтів G(pk) i H′(pk): G(p1) = jωEm;  G(p2) = -jωEm;   G(p3) =

EmR/L.
Підставляючи ці значення в теорему розкладу (11.20), знаходимо: H′(p1) =

2jω(R + jωL);  H′(p2) = -2jω(R - jωL);  H′(p3) = (R2/L  + ω2L);
Після спрощення одержуємо остаточно
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Користуючись операторним методом, ми одержуємо повний розв’язок, що
містить як усталену, так і перехідну складові перехідного процесу з урахуванням
усіх початкових умов.

За трудомісткістю обчислень операторний метод не поступається класич-
ному. Йому властиві і всі основні недоліки класичного методу. А це значить, що
жоден з них не задовольняє практиці. Сучасні методи розрахунку перехідних
процесів в електричних колах будуть розглянуті  пізніше. Це – чисельні методи.
Але їх реалізація можлива лише на комп’ютерах.

11.6. Контрольні запитання
1. Який на вашу думку сновний недолік операторного методу розрахунку

перехідних процесів?
2. У чому перевага формули розкладання над формулою зворотного пере-

творення Лапаласа?
3. Чим зумовлені однакові властивості коренів характеристичного рівняння

в класичному методі й коренів знаменика у формулі розкладання?
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12. УСТАЛЕНI ПРОЦЕСИ В КОЛАХ IЗ РОЗПОДIЛЕНИМИ
             ПАРАМЕТРАМИ

12.1. Електричнi кола з розподiленими параметрами
Викладена в усіх попередніх розділах теорія електричних кіл стосувалася кіл

зі скупченими, або, як їх ще називають, із зосередженими параметрами. При
цьому вважалося, що параметри кола – опір, індуктивність, ємність - скупчені
в певних ділянках кола. Але на практиці зустрічається багато випадків, коли такі
допущення є неприйнятними і виникає потреба враховувати параметри розпо-
діленими. У таких випадках доводиться звертатися до теорії електромаµнетного
поля. Однак, якщо досліджуваний об’єкт має протяжність лише в одному керун-
ку, наприклад, вздовж, то його ще можна розглядати як електричне коло. Тоді

можна говорити про параметри, розподілені по
довжині кола в цьому керунку. Критерієм необ-
хідності розгляду кола з розподіленими парамет-
рами є співвідношення між часом розповсю-
дження електромаµнетної хвилі уздовж довжини
кола і часом помітної зміни струмів і напруг при
цьому. Якщо ці інтервали часу сумірні, то коло
треба розглядати як коло з розподіленими пара-
метрами.

Природно, що струми та напруги в колах з
розподіленими параметрами є функціями двох
змінних – часу t і просторової координати x. Отже,
диференціальні рівняння такого кола будуть рів-
няннями у частинних похідних. Типовими прикла-
дами кіл із розподіленими параметрами є лінії
електропересилань, зв’язку, високочастотні кабелі
тощо. Але було б помилкою думати, що коло при

цьому мусить мати велику протяжність. На надвисоких частотах навіть окремі
сполучні елементи в радіоелектронних пристроях доводиться розглядати як
елементи з розподіленими параметрами.

Далі ми розглянемо двопровідну довгу лінію. Хоча це і найпростіший при-
клад, але він достатньо повно розкриє основні особливості перебігу електромаµ-
нетних процесів у колах з розподіленими параметрами. Параметри по довжині
лінії можуть бути розподіленими нерівномірно й рівномірно.

У випадку нерівномірного розподілу лінію називають неоднорідною, у
випадку рівномірного розподілу – однорідною.

Аналіз кіл з розподіленими параметрами значно важчий за аналіз кіл зі
зосередженими параметрами, оскільки тут виникає потреба інтеµрувати
диференціальні рівняня у частинних похідних.

Рис.12.1. До виведення
телеµрафних рівнянь
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12.2. Рівняння однорідної довгої лінії
Розглянемо двопровідну однорідну лінію. Індуктивність і опір пари проводів

на одиницю довжини позначимо L, r, а ємність і провідність убутку між прово-
дами на одиницю довжини C, g. Координату х скеруємо від початку до кінця лі-
нії. На відрізку dx лінії струм відгалужується від одного проводу до іншого

у вигляді струму зміщення Cdx
u

t

∂

∂
 і струму провідності gdxU. Тому, якщо

струм провідника в точці x дорівнює і, то в точці x + dx він дорівнює i
i

x
dx+

∂

∂
.

А це значить, що в колах з розподіленими параметрами закон струмів Кірхгофа
не задовольняється. Тут треба користуватися безпосередньо принципом непе-
рервності струму, згідно з яким струм крізь замкнену поверхню S (див. пунктир
на рис. 12.1.) дорівнює нулеві

− + + + + =i i
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∂

∂

∂
0 ,   (12.1)
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Спад напруги в двох проводах на відрізку dx має резистивну rdxі й індук-

тивну Ldx
i

t

∂

∂
складові. Сума напруг у контурі abcda (див. рис. 12.1б) дорівнює

нулеві
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Вирази (12.2), (12.4) – диференціальні рівняння однорідної довгої лінії.

12.3. Гармонiчний режим однорідної довгої лінії
Хай струм і напруга в лінії змінюються за часом за синусоїдальним

законом з кутовою частотою w. Тоді рівняння (12.2), (12.4) можемо записати як
символічні
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; .dU dIrI j LI gU j CU
dx dx

− = + ω − = + ω
� �� � � �          (12.5)

Комплексні діючі значення ,U I� �  є функціями лише x, і, відповідно, рівняння
у часткових похідних для миттєвих значень u й i перейшли у звичайні диферен-
ціальні рівняння комплексних діючих значень

Диференціюючи перше рівняння по x і підставляючи в одержаний результат
друге, знаходимо

2
2

2 ,d U U
dx

= γ
� �                                                  (12.6)

де

γ ω ω α β= + + = +( )( )r j L g j C j                     (12.7)

– коефіцієнт розповсюдження лінії, причому a - коефіцієнт загасання, b -
коефіцієнт фази.

Розв’язок рівняння (12.6) має вигляд

1 2 .x xU A e A e−γ γ= +� .                                              (12.8)
Диференціюючи (12.8) по x і підставляючи одержаний результат у перше

рівняння (12.5), знаходимо комплексне діюче значення струму

( )1 2
1 .x xI A e A e
Z

−γ γ= −�                                           (12.9)

де Z – хвильовий (характеристичний) опір лінії

Z
r j l

g j C
=

+

+

ω

ω
.                                              (12.10)

Зміст коефіцієнтів γ і Z буде роз’яснений у наступному підрозділі.

Позначимо струм  і напругу на початку лінії (x = 0) 1 1,I U� � , а в кінці (x = l,

де l довжина лінії) 2 2, .I U� �  Для визначення постійних інтеґрування А1, А2 достат-

ньо знайти дві з цих чотирьох величин, наприклад, 1 1,I U� � .
Вважаючи в (12.8), (12.9) х = 0, маємо

( )1 1 2 1 1 2
1; .U A A I A A
Z

= + = −� �                                    (12.11)
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Звідки

( ) ( )1 1 1 2 1 1
1 1; .
2 2

A U ZI A U ZI= + = −� � � �                            (12.12)

Підставляючи (12.12) у (12.8), (12.9), одержуємо шукані розв’язки

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 ;
2 2

1 1 1 .
2 2

x x

x x

U U ZI e U ZI e

I U ZI e U ZI e
Z

−γ γ

−γ γ

= + + −

 = + + − 
 

� � � � �

� � � � �
(12.13)

Якщо скористатися співвідношеннями

2ch ; 2sh ,x x x xe e x e e xγ −γ γ −γ+ = − =
то маємо остаточно

1
1 1 1ch sh ; ch sh .UU U x I x I I x x

Z
= γ − γ = γ − γ

�� � � � � .                      (12.14)

Напруги і струм в кінці лінії одержуємо при  x = l

1
2 1 1 2 1ch sh ; ch sh .UU U l I l I I l l

Z
= γ − γ = γ − γ

�� � � � �  (12.15)

Розв’язуючи ці рівняння стосовно 1 1,I U� � , маємо

2
1 2 2 1 2ch Zsh ; sh ch .UU U l I l I l I l

Z
= γ + γ = γ + γ

�� � � � �         (12.16)

Вирази (12.15), (12.16) є рівняннями чотириполюсника в А-параметрах:

ch ; Zsh ; sh / .A D l B l C l Z= = γ = γ = γ (12.17)

причому, як і для будь-якого пасивного чотириполюсника, АD - ВС = ch2gl - sh2gl
= 1.

Отже, лінія як чотириполюсник може бути еквівалентована  Т- або П-
подібною симетричною схемою. Але для забезпечення достатньої точності
доводиться будувати ланцюгову схему таких чотириполюсників.

12.4. Бiжучi хвилi
Запишемо (12.13) у вигляді

; ,U U U I I I
ξχ χ ξ= + = −� � � � � �                                 (12.18)
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(12.19)

/ ; / .I U Z I U Z
ξχ χ ξ= =� � � �                                      (12.20)

Підставляючи (12.19) у перший вираз (12.18), і переходячи від комплексного

діючого значення напруги U�  до її миттєвого значення, одержимо

( , ) 2 sin( ) 2 sin( ).x xu x t U e t x U e t x−α α
χ ξ= ω + ϑ−β + ω +ϑ+β

(12.21)

При фіксованій відстані (x = const) обидва доданки напруги (12.21) є
синусоїдальними часовими функціями, а при фіксованому часі (t = const) є
просторовими синусоїдами. При цьому довжина синусоїдальної хвилі (відстань
між найближчими точками, у яких фази напруги різняться на  2p) рівня 2p/b.

Якщо у першому доданку прийняти 0x x tω
= +

β
, а в другому 0x x tω

= −
β

,

то в деякий час у довільно вибраній точці x кожен із доданків напруги за умови
α = 0  буде незмінним. А це значить, що ця точка у першому доданку перемі-
щується від початку до кінця лінії, а в другому – від кінця до початку зі швидкістю
v = ω/β. Оскільки при цій швидкості залишається незмінною фаза коливання, то
її називають фазовою швидкістю хвилі.

Таким чином, єдиний просторово-часовий розподіл напруги, згідно з
(12.21), можна умовно інтерпретувати двома біжучими хвилями напруги
відповідно до кожного з доданків. Перший доданок є прямою хвилею, що руха-
ється від початку до кінця лінії, а другий –  зворотною, що рухається від кінця
до початку. При α > 0 наявність множників  ,x xe e−α α   показує, що амплітуда
хвиль при їх просуванні змінюється. Тому коефіцієнт α називають коефі-
цієнтом загасання. Зміна фази напруги зумовлена множником βx. Коефіцієнт
β, що зумовлює цю зміну, називається коефіцієнтом фази.

Доходимо висновку, згідно до (12.20), що просторово-часовий розподіл
струму лінії можна інтерпретувати у цей же спосіб – як взаємно протилежний
рух прямої і зворотної хвиль.

Появу зворотних хвиль напруги і струму можна розглядати як рeзультат від-
биття прямих хвиль. Тому прямі хвилі часто називають падаючими, а зворотні -
відбитими.
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12.5. Неспотворювальна лінія
Хвильовий опір Z (12.10) і коефіцієнт розповсюдження γ (12.7.) залежні від

частоти. Тому умови проходження хвиль струму й напруги для різних частот
різні. Якщо вхідний сиµнал є несинусоїдальною періодичною функцією часу, то
на виході форма кривої сиµналу буде спотворена, оскільки для окремих гармонік
умови проходження різні. Це відбуватиметься й при будь-якому аперіодичному
сиµналі.

Для ліній зв’язку надзвичайно важливо створити умови, при яких не було
б спотворення сиµналу. Для цього необхідно, щоб хвильовий опір Z, коефіцієнт
загасання a і фазова швидкість v = ω/β не залежали від частоти. Для цього
достатньо забезпечити рівність

r/L = g/C.                                                   (12.22)
Дійсно, при цьому

/ ; .= γ= + ωZ L C rg j LC                            (12.29)

За такої умови коефіцієнт загасання і коефіцієнт фази мінімальні, а фазова
швидкість максимальна й дорівнює швидкості розповсюдження електромаµ-
нетних хвиль у діелектрику

α β ωmin min max, ,= = =rg LC v
LC

1 .     (12.30)

Для повітряних ліній v = 3.108 м/c . Довжина хвилі на промисловій частоті
50 Гц l = v/f = 6000 км.

Звичайно в лініях r/L > g/C, оскільки провідність убутку через ізоляцію
незначна. Тому в лініях зв’язку штучно збільшують індуктивність, умикаючи в
лінію через певні відстані особливі реактивні котушки.

Для пересилання сиµналів без спотворень, крім дотримання вищевказаних
умов, необхідно узгодити опір приймача ZП з хвильовим опором лінії Z (Z = ZП),
щоб не було відбитих хвиль.

12.6. Безвтратна лінія
На високих частотах, коли ωL >> r, ωC >> γ, можна знехтувати втратами у

лінії і прийняти r = 0, γ = 0. Тоді α = 0, γ = jβ, , /LC Z L Cβ= ω = , і всі попе-
редні вирази значно спрощуються. Розглянемо лише два цікаві стани безвтратної
лінії – холостий хід і коротке замикання.

У випадку холостого ходу лінії  I2 = 0. При відліку відстані від кінця лінії згідно
з (12.16) маємо

10 20 20 10 2 2ch cos ; ( / )sh ( / )sin .U U l U x I U Z l U Z x= γ = β = γ = β� � � � � �    (12.31)
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Отже в результаті накладання двох біжучих хвиль з однаковими амплітудами

виникають стоячі хвилі. Дійсно cosβx при 
1 30, , , ,...
2 2

x = λ λ λ  дорівнює ±1, а

sinβx – нулю.  У відповідних точках лінії виникають випуклості напруг і вузли

струму. При 1 3 5, , , ...
4 4 4

x = λ λ λ одержуємо вузли напруги й випуклості

струму, бо тоді cosβx дорівнює нулеві, а sinβx –  ±1. (див.рис.12.3).
Вхідний опір лінії при холостому ході (x = l) буде

0 10 10/ ctg ,Z U I jZ l jX= = − β =� �         (12.32)

де X – деякий реактанс.

Вхідний опір лінії при 0 < l < l/4 має ємнісний характер (X < 0); при l/4 < l <
l/2 він має індуктивний характер (X > 0) і т.д. (рис. 12.2). При l = l/4, l = 3/4,... вхідний
опір розімкнутої лінії дорівнює нулеві, а при l = l/2, l = l,.. він дорівнює
безмежності.

У випадку короткого замикання лінії U2 = 0. Тоді згідно з (12.16) маємо

1 2 2 1 2 2Zsh sin ; ch cos .k k k k k kU I x jI z x I I x I x= γ = β = γ = β� � � � � �   (12.27)

Тепер, на відміну від попереднього випадку, стоячі хвилі зміщені на l/4: у
кінці лінії є вузол напруги і випуклість струму (рис.12.2).

Вхідний опір короткого замикання лінії також має інший вигляд

1 1/ tg .k k kZ U I jz l jX= = β =� �                                        (12.28)

Рис.12.2. Процеси в лінії при
короткому замиканні

Рис.12.3. Процеси в лініїна на
холостому стані
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У цьому випадку вхідний опір лінії при 0 < l < l/4 має індуктивний характер,
а при l/4 < l < l/2 - ємнісний  і т.д. (рис.12.3). При l = l/2, l = l... вхідний опір коротко-
замкнутої лінії дорівнює нулеві, а при l = l/4, l = 3l/4...
він дорівнює безмежності.

При надвисоких частотах короткозамкнута лінія,
завдовжки чверть довжини хвилі, використовується
для ізоляції лінії. Така петля (рис.12.4) має надзвичайно
великий вхідний опір і мізерні втрати. Використання
ізоляторів в цьому випадку приводить до неминучих
великих втрат.

Лінія без втрат, завдовжки чверть хвилі, замкнута
на резистивний опір R, має ще одне цікаве застосування. Запишемо

2ch cos cos cos 0; sh sin sin .
4 2 2

l l l j l j jπ λ π π γ = β = = = γ = β = = λ 
 (12.35)

Підставляючи (12.35) у (12.16), одержуємо

2
1 2 2 1 2; .

Uz RU jzI jU I j jI
R z z

= = = = =
�� � � � �                         (12.36)

Таку лінію можна розглядати як ідеальний трансформатор з коефіцієнтом
трансформації z/R. Ця дуже важлива властивість  уможливлює використовувати
лінію, завдовжки чверть хвилі, для узгодження приймача з ґенератором, або
одної лінії з іншою. Оскільки вхідний опір Zv такої лінії дорівнює

2
1 1/ / ,vZ U I z R= =� �                                            (12.37)

то для узгодження ґенератора й приймача, які мають опори Rґ і R, або двох лінії
з такими ж характеристичними опорами, достатньо увімкнути між ними лінію,

завдовжки чверть хвилі, з характеристичним опором  .ґz R R=

12.7. Контрольні запитання
1. Чому в колах з розподіленими параметрами порушується перший закон

Кірхгофа?
2. Що спільного  в рівняннях лінії в гармонічному стані і рівняннями чоти-

риполюсника?
3. Який фізичний зміст коефіцієнтів загасання й фази?
3. Де знаходить застосування неспотворювальна лінія?
4. Де знаходить застосування безвтратна лінія?

Рис. 12.4. Ідеальний
ізолятор лінії
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13. ПЕРЕХIДНI ПРОЦЕСИ У КОЛАХ ІЗ РОЗПОДIЛЕНИМИ
            ПАРАМЕТРАМИ

13.1. Вихідні рівняння. Їх розв’язок
Для електроенерґетики, зв’язку, обчислювальної техніки, радіотехніки,

імпульсної техніки істотної ваги набуває аналіз перехідних процесів у колах, що
містять лінії з розподіленими параметрами. Перехідні процеси в лініях з розпо-
діленими параметрами виникають як в результаті різноманітних комутацій, так
і при атмосферних розрядах.

Розрахунок перехідних процесів у довгій лінії пов’язаний з інтеµруванням
її основних рівнянь (12.2), (12.4) у часткових похідних. Оскільки цей процес
порівняно трудомісткий, то в студентському курсі розглядають лише випадок
безвтратної лінії (r = 0, g = 0). Вивчення перехідних процесів при r = 0, g = 0 дає
змогу якісно дослідити основні риси фізичного процесу. На початковій стадії пе-
рехідного процесу таке припущення істотного впливу не має, але на наступних
стадіях урахування r i g стає необхідним.

За прийнятих спрощень рівняння (12.2), (12.4) набувають вигляду

− = − =
∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

u

x
L

i

t

i

x
C

u

t0 0; .                                  (13.1).

Диференціюючи перше з них по x, а друге за t, після об’єднання результатів
одержуємо

∂

∂

∂

∂

2

2 2

2

2
1u

x v

u

t
=

,                                              (13.2)

де v L C= 1 0 0  – швидкість розповсюдження хвилі  вздовж лінії.
Рівняння (13.2) називають хвильовим рівнянням. Його розв’язком є сума

довільних двох функцій f1 та f2, відповідно з арµументами (t - x/v) і (t + x/v).

u = f1(t - x/v) + f2(t + x/v).                                 (13.3)

Перший доданок трактуємо як падаючу, а другий - як відбиту хвилі

uп = f1(t - x/v);   uв = f2(t + x/v).                        (13.4)
Отже,

u = uп + uв                                                (13.5)

Вигляд функцій f1 і f2 визначається крайовими умовами на початку й на кінці
лінії. Ці функції в загальному випадку повинні давати змогу двічі диференціювати
їх по x і за t.

Підставляючи (13.3) в (13.2), одержуємо тотожність.
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Диференціюючи перше з рівнянь (13.1) за t, а друге - по х, приходимо
також до хвильового рівняння струмів

∂

∂

∂

∂

2

2 2

2

2
1i

x v

i

t
=

 .                                                      (13.6)

Його розв’язок запишемо подібно до (9.3).

i = ϕ1(t - x/v) - j2(t + x/v),                                             (13.7)
причому

iп = j1(t - x/v);   iв = j2(t + x/v)                                          (13.8)

– падаюча та відбита хвилі струму.
Тому

          i = iп - iв.                                                          (13.9)

13.2. Зв’язок мiж падаючими та вiдбитими хвилями

Підставляючи (13.3), (13.7)  у  перше рівняння (13.1), одержуємо

1 2 0 1 2( )f f vL′ ′ ′ ′− = ϕ − ϕ ,                                       (13.10)
де

1 2 1 2
1 2 1 2; ; ; .

( / ) ( / ) ( / ) ( / )
df df d df f

d t x v d t x v d t x v d t x v
ϕ ϕ′ ′ ′ ′= = ϕ = ϕ =

− + − +
   (13.11)

Підставляючи (13.3), (13.7) у друге рівняння (13. 1), згідно з (13.11),
одержуємо

1 2 1 2 0( ) / .f f vC′ ′ ′ ′+ = ϕ − ϕ                                      (13.12)

Беручи до уваги, що z L C= 0 0/ , виразам (13.10), (13.12) надаємо
вигляду

1 2 1 2 1 2 1 2( ); ( ).f f z f f z′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− = ϕ − ϕ + = ϕ − ϕ                     (13.13)

Звідки

1 1 2 2/ ; / .f z f z′ ′ ′ ′ϕ = ϕ =                                        (13.14)

Якщо похідні двох функцій при довільних значеннях x і t рівні, то самі
функції рівні з точністю до константи. Тому, згідно з (13.4), (13.8)

п п в в/ ; / .i u z i u z= =                                               (13.15)

Тут постійні інтеµрування опущені, бо вважаємо, що в струмах і напругах
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падаючої та відбитої хвиль відсутні постійні складові, що не залежать від x і t.
Отже, згідно з (13.15) струми та напруги для будь-якого моменту часу і в будь-
який точці лінії пов’язані між собою законом Ома.

13.3. Хвильовi процеси в довгих лiнiях
Розглядатимемо лише хвильові процеси в незарядженій довгій лінії,

зумовлені падаючою хвилею з прямокутним фронтом

uп(t - x/v) = 0; якщо t < x/v;   uп(t - x/v) = u;  якщо t і x/v.             (13.16)

Падаюча хвиля з прямокутним фронтом виникає при вмиканні ліній у
момент часу t = 0 у джерело постійної напруги з нульовим внутрішнім опором.
Для джерела синусоїдальної напруги промислової частоти (l = 6000 км) за час
проходження хвилею відстані в декілька кілометрів його напругу можна вважати
також сталою, бо за цей час вона зміниться незначно.

Хвилі прямокутної форми виникають і при
вмиканні в лінію резистивного навантаження. Якщо в
момент часу t = 0 в кінці лінії увімкнути резистор, то
в кінці лінії виникає зворотна хвиля, що рухається від
кінця лінії до її початку.

При вимиканні лінії від джерела живлення в ній
також виникають хвилі прямокутної форми, бо струм
на початку лінії миттєво спадає до нуля.

При вимиканні навантаження в лінії виникає така
ж хвиля, як і при вимиканні джерела живлення. Різни-
ця полягає лише в тому, що ця хвиля має протилежний знак і розповсюджується
у зворотному напрямку.

Коли падаюча хвиля досягає кінця лінії, до якого у загальному випадку
підімкнене деяке навантаження або інша лінія (з іншим хвильовим опором), то
частина падаючої хвилі переходить у навантаження (або, відповідно, в іншу
лінію), а частина відбивається - виникає відбита хвиля.

Розглянемо хвильові процеси в довгій лінії, пов’язані з зіткненням біжучої
прямокутної хвилі з деякою перешкодою (неоднорідністю лінії).

Хай уздовж лінії з хвильовим опором z рухається хвиля довільної форми  uп
й iп, причому iп = uп/z. Ця хвиля може бути прямокутної форми й у вигляді
імпульса, і будь-якої форми. Хвиля падає на перешкоду. Цю перешкоду можна
подати як деякий пасивний двополюсник, напруга якого u2(t) і струм i2(t) є
деякими функціями часу. Оскільки затискачі двополюсника і лінії є спільними,
то напруга на цих затискачах дорівнює сумі напруг падаючої й відбитої хвиль, а
струм - різниці струмів хвиль.

u2 = uп + uв;      i2=iп - iв= uп/z - uв/z.                                (13.17)

Рис.13.1. Заступна
схема перехідного

проц есу



172

Розв’язуючи сумісно (13.17), одержуємо,

2uп = u2 + zi2                                                           (13.18)

Це і є основне розрахункове рівняння для визначення напруги й струму в
місці відбиття хвиль. Цьому рівнянню відповідає заступна схема із
зосередженими параметрами, зображена на рис.13.1.

Таким чином, розрахунок перехідного процесу в довгій лінії при падінні
хвилі на перешкоду може бути приведеним до розрахунку перехідного процесу
в заступній схемі із зосередженими параметрами за допомогою одного з опи-
саних методів у попередніх розділах.

На підставі сказаного можна сфор-
мулювати правило. При падінні на
перешкоду хвилі з напругою uп, що руха-
ється по лінії з хвильовим опором z,
напруга й струм на перешкоді будуть
такими ж, як і при вмиканні джерела
напруги 2uп з внутрішнім опором z без-
посередньо до перешкоди.

Знаючи напругу u2(t) і струм i2(t),
легко знайти відбиту хвилю

       uв = u2 - uп;  iв = iп - i2.         (13.19)

За відомими значеннями напруг та
струмів падаючої і відбитої хвиль, можна
знайти розподіл напруги й струму вздовж
лінії у будь-який момент часу за допомо-
гою виразів (13.4), (13.8).

На підставі сказаного можна сфор-
мулювати правило: Якщо відомі напруга
і струм, як функції часу у місці народ-
ження хвилі, то, щоб одержати вирази
відповідних біжучих хвиль, достатньо
час t замінити  на t-τ-x/v, де τ - час
народження хвилі, x  просторова коор-

дината в напрямку поширення хвилі, v - швидкість хвилі.
Метод розрахунку перехідних процесів у довгих лініях продемонстру-

ємо на двох прикладах - вмикання навантаженої лінії на джерело постійної
напруги і перехід хвилі з однієї лінії на іншу через коло зі зосередженими пара-
метрами.

  Приклад. Повітряна лінія електропередачі задовжки l з хвильовим опором
z навантажена індуктивним споживачем з індуктивністю L. У час t = 0 лінія вми-
кається на джерело постійної напруги U. Побудувати епюру розподілу напруги

Рис.13.2. Хвильовий процес у
лінії при R-L-навантаженні



173

й струму в лінії для фіксованого часу, коли відбита хвиля пройде половину дов-
жини лінії.

 Електрична схема кола з розподіленими параметрами зображена на
рис.13.2.

 Розв’язання.
 1. Знаходимо біжучі падаючі хвилі напруги та стру-

му uп(x,t) = U, iп(x,t) =     = U/z.
  2. Знаходимо час народження відбитої хвилі. Він же

час зустрічі падаючої хвилі з навантаженням лінії t = l/c,
де c – швидкість хвилі (швидкість світла в діелектрику).

3. Для часу t будуємо заступну схему (рис.13.3).
Знаходимо напругу й струм на кінці лінії, як функції часу
t
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4. Згідно з (13.19) знаходимо відбиті хвилі напруги й струму в кінці лінії
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5. Записуємо біжучі відбиті хвилі напруги й струму

( / ) ( / )
2 1 ; 2 1 .

z zt y c t y c
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в в
Uu U e i e
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− −τ− − −τ−   
= − = −   

   
де y – просторова координата в напрямку поширення відбитої хвилі, тобто від
кінця лінії до її початку.

6. Знаходимо час t1 проходження відбитою хвилею половини довжини лінії
t1 = t + 0.5l/c  і будуємо для цього
часу епюри хвильового процесу в
лінії. Для чого треба задатися
рядом дискретних значень y = 0,
y1, y2, ..., 0.5l у виразах попе-
реднього пункту. Якісний вигляд
епюри показаний на рис.13.2.

Розглянемо особливості роз-
рахунку переходу хвиль напруг і

струму з однієї лінії на іншу.
Приклад. Хай дві лінії сполучені між собою деяким чотириполюсником

(рис 13.4). Довжини ліній l1, l2, при чому l1>>l2. Хвильові опори їх z1, z2. Друга
лінія навантажена резистивним споживачем. У час t = 0 перша лінія вмикається

Рис.13.3. Заступна
схема при зустрічі

падаючої хвилі з
перешкодою

Рис.13.4. Схема сполучення двох ліній
через чотириполюсник
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на джерело постійної напруги U. Необхідно розрахувати хвильові процеси в обох
лініях на інтервалі часу, меншому за час повторного зіткнення біжучих хвиль з
перешкодами. Швидкість поширення хвилі у першій лінії c, у другій v < c.

Розв’язання.
1. Знаходимо біжучі падаючі

хвилі напруги uп1(x1,t) = U  і струму
iп1(x1,t) = U/z1 першої лінії.

2. Знаходимо час народження
відбитої хвилі у першій лінії t1 = l1/c.

3. Для часу t1 будуємо заступ-
ну схему (рис.13.5). У час t1 па-
даюча хвиля першої лінії натрапила

на чотириполюсник і другу лінію, яка на схемі
подана своім хвильовим опором. Хвильовий
процес на інтервалі часу 0 Ј t Ј t1 ще не розпо-
чався. Знаходимо напруги й струми на кінці
першої лінії та на початку другої, як функції
часу t: u12(t), i12(t), u21(t), i21(t). Для цього
можна скористатися класичним або опера-
торним методами розрахунку перехідних про-
цесів у колах із скупченими параметрами.

 4. Записуємо біжучі відбиті хвилі першої
лінії та падаючі хвилі другої лінії

u y t u t y c i y t i t y c

u x t u t x v i x t i t x v
12 1 12 1 1 12 1 12 1 1

21 2 21 1 2 21 2 21 1 2

( , ) ( / ) ; ( , ) ( / )

( , ) ( / ) ; ( , ) ( / )

= − − = − −

= − − = − −

τ τ

τ τ

5. Знаходимо час народження відбитої хвилі у другій лінії t2 = t1 + l2/v.
6. Для часу t2 будуємо заступну схему (рис.13.6). Знаходимо струм і напру-

гу в кінці другої лінії, як функції часу t: uR(t), iR(t).

u t
R

z R
u t i t

z R
u t

R

z R
i tR R( ) ( ) ; ( ) ( ) (=

+
=

+
=

+

2 2 2

2
21

2
21

2
21 ) .

7. Знаходимо відбиті хвилі на кінці другої лінії

u t
R z

R z
u t i t

R z

R z
i t22

2

2
12 22

2

2
21( ) ( ) ; ( ) ( )=

−

+
=

−

+
.

Коефіцієнти у правих частинах цих виразів можна розглядати як коефіцієнти
відбиття хвиль.

8. Записуємо й біжучі відбиті хвилі другої лінії

Рис.13.5. Заступна схема при зустрічі
падаючої хвилі з першою перешкодою

Рис 13.6. Заступна схема при
зустрічі падаючої хвилі з

другою перешкодою
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u t y u t y v i t y i t y v22 2 22 2 2 22 2 22 2 2( , ) ( / ) ; ( , ) ( / )= − − = − −τ τ .

13.4. Якісне дослідження перехідних процесів у
               довгих лініях

Конденсатор і котушка, увімкнені в коло з розподіленими параметрами,
спричиняють різну дію. У момент падіння хвилі котушка подібна до розриву в

місці вмикання, але з наростанням струму її дія все більше уподібнюється
короткому замиканню. Конденсатор, навпаки, у перший момент спричинює дію,
подібну до короткого замикання. Із зарядженням конденсатора струм через
нього зменшується. При повній зарядці конденсатор уподібнюється до розриву
кола.

Ґрунтуючися на цих міркуваннях, можна розглянути проходження
прямокутної хвилі через вузли схеми, в яких конденсатори й котушки увімкнені
по-різному (рис. 13.7).

12.7. Контрольні запитання
1. Яка лінія описується хвильовими рівняннями з частинними похідними?

Рис.13.7. Якісний характер хвильових процесів у
довгих лініях
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2. Який зв'язок між падаючими й відбитими хвилями в безвтратній лінії?
3. Яка основна ідея в побудові заступних схем розрахунку перехідних

процесів у безвтратних лініях?
4. На яих властивостях котушок індуктивности й конденсаторів здійснюється

якісне дослідження перехідних процесів у безвтратних лініях?
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Частина III
НЕЛІНІЙНІ КОЛА
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14. ЕЛЕКТРИЧНІ КОЛА

14.1. Рівняння електричного кола
Рівняння нелінійного електричного кола за результатами розділу 4

складаються зі структурних рівнянь

0; , 0k k k
k k

i u e= =∑ ∑                                      (14.1)

і рівнян елементів:
резистора

( ) ;R R Ru r i i′=            або        ( ) ;R R Ri g u u′=                    (14.2)

де ( ), ( )r u g i′ ′ – статичні опір і провідність резистора;
котушки індуктивности

/ , ( ) ;L Ld dt u i ′ψ = = α ψ ψ        або      / / ( );L L Ldi dt i L i′′=               (14.3)

де ( )′α ψ  – обернена статична індуктивність котушки; ( )LL i′′ – диференціальна
індуктивність котушки;

конденсатора
/ , / ( );C Cdq dt i u q C q′= =        або     / / ( );C C Cdu dt i C u′′=            (14.4)

де ( )C q′ – статична ємність конденсатора; ( )CC u′′ – диференціальна ємність
конденсатора.

Аналітичні вирази нелінійних залежностей (14.2)-(14.4) знаходимо згідно з
(4.3), або – згідно з іншими чисельними методами.

Вирази (14.2) - (14.4) – рівняння основних нелінійних двополюсних елементів
електричного кола. Вони попарно рівноцінні і використовуються в практичних
розрахунках як у першій, так і в другій формі залежно від конкретної ситуації.

Структурні рівняння (14.1) і рівняння елементів (14.2) - (14.4) утворюють повну
систему алґебро-диференціальних рівнянь нелінійного електричного кола. Щоб
ними можна було скористатися, необхідно знати часові залежності джерел енерґії,
сталі параметри лінійних і  характеристики нелінійних елементів, а також початкові
значення невідомих.

На рис. 4.8 показана схема достатньо складного нелінійного електричного
кола. Його алґебро-диференціальні рівняння мають вигляд (4.80) - (4.83). Аналіз
кола здійснюється на підставі його диференціальних рівнянь чисельними
методами. Тож, сперш запізнаємося з ними.



180

14.2. Методи числового інтеґрування
              диференціальних рівнянь

Систему звичайних диференціальних рівнянь, визначених на інтервалі часу
a t b≤ ≤ , запишемо в загальному вигляді

( )1 2, , , , , 1, 2, ,i
i n

dx
f t x x x i n

dt
= =… …  .                      (14.5)

Однозначність розв'язку забезпечують додаткові умови в одній або декіль-
кох точках інтервалу [ , ]a b . У випадку однієї точки ці умови задають найчастіше
на початку інтервалу й називають їх початковими умовами

i iat a
x x

=
= .                                                    (14.6)

Знаходження розв'язку (14.5), що задовольняє початковим умовам (14.6),
називають задачею Коші для диференціальних рівнянь. У випадку двох точок ці
умови найчастіше задають на краях інтервалу й називають їх крайовими
умовами

;i iat a
x x

=
= i ibt b

x x
=

= .                              (14.7)

Знаходження розв'язку (14.5), що задовольняє крайовим умовам (14.7),
називають крайовою задачею для диференціальних рівнянь. Вважатимемо, що
розв'язок поставлених задач на [ , ]a b  існує і є однозначний. Системи, що містять
похідні вищих порядків, ми не розглядаємо, бо, вводячи нові змінні, їх завжди
можна привести до вигляду (14.5).

Задачі для диференціальних рівнянь (Коші, крайові) розглядають у двох
постановках – лінійній і нелінійній. Лінійна визначається лінійними дифе-
ренціальними рівняннями і лінійними додатковими умовами. Нелінійна по-
становка задачі містить або нелінійні рівняння, або нелінійні умови, або те й інше.

Числове інтеґрування диференціальних рівнянь передбачає часову дис-
кретизацію їх похідних, у результаті чого обчислювальний процес зводиться до
алґебраїчних операцій. Ми дискретизацію здійснюватимемо двояко: залежно від
штивности диференціальних рівнянь. Дискретизацію нештивних рівнянь здій-
снюватимемо на підставі ряду Тейлора, а для штивних рівнянь використаємо по-
ліноміальну дискретизацію.

Штивні рівняння на відміну від нештивних містять великі за модулем похідні
й малі за модулем похідні. Кожен компонент розв'язку у такому разі має "швид-
ку" й "повільну" складові. Очевидно, що швидка вносить свій істотний вклад у
розв'язок лише в околі початкової точки. Затим поведінка функцій  визначається
повільною складовою. Тим не менш при чисельному інтеґруванні системи (14.5)
обмеження на величину кроку накладає саме складова "швидка".  А вона, не
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важко здогадатися, вимагає непомірного дроблення його, що з практичної точ-
ки зору неприйнятно.

З погляду штивности диференціальних рівнянь розрізняють явні і неявні
методи чисельного інтеґрування. Перші зорієнтовані на нештивніі рівняння, другі
– на штивні. Наперед скажемо, що алґоритми інтеґрування штивних рівнянь на-
багато складніші, ніж інтеґрування нештивних рівнянь. Знання явних і неявних
методів числового інтеґрування диференціальних рівнянь – справа першочер-
гової важливости.

Явні та неявні методи числового інтеґрування диференціальних рівнянь у
свою чергу діляться на одно- й багатокрокові. Для однокрокових характерне те,
що обчислювальна інформація зчитується за результатами обчислень на влас-
ному кроці. Для багатокрокових інформації, зчитуваної з власного кроку, недо-
статньо, вона черпається із сусідніх кроків.

Із низки явних методів ми зупинимося лише на однокрокових, серед них
метод Ейлера й метод Рунґе-Кутти четвертого порядку. Із низки неявних –  одно-
кроковий метод Ейлера й багатокроковий метод Ґіра.

Головна перевага явних методів полягає в тому, що значення функції на
наступному часовому кроці в результаті реалізації алґоритму одержуємо в явно-
му вигляді. Ця перевага в системах високого порядку особливо важлива, бо від-
падає потреба в розв'язанні на кожному часовому кроці будь-якої системи алґеб-
раїчних рівнянь, лінійних чи нелінійних.

У неявних методах значення функції на наступному часовому кроці одер-
жується в неявному вигляді й для його обчислення доводиться розв'язувати диск-
ретні алґебраїчні рівняння. У системах високого порядку це створює відомі труд-
нощі. У випадку лінійних диференціальних рівнянь дискретні рівняння також лі-
нійні. Тут з успіхом застосовуються ітераційні методи, зокрема простої ітерації.
У випадку нелінійних диференціальних рівнянь дискретні рівняння теж нелінійні,
і тут виникає серйозна проблема забезпечення збіжности ітераційного процесу.
Проблема ускладнюється тим, що до систем високого порядку ітераційні методи,
що використовують похідні, практично не можна застосувати із-за їх складности.
Тут єдина надія залишається на засоби покращання збіжности методів простої
ітерації. А це, за особистим досвідом автора, задача не з легких.

14.2.1. Явний метод Ейлера. Найпростішим з чисельних методів інтеґ-
рування диференціальних рівнянь є явний метод Ейлера, але ідеї, покладені в
його основу, є вихідними для найширшої низки чисельних методів. Метод Ейлера
ґрунтується на заміні шуканої функції многочленом першого степеня, тобто на
лінійній екстраполяції. Але при виводі цього методу, незважаючи на його про-
стоту, ми поступимо так, щоб показати загальний підхід до побудови апроксима-
цій диференціального рівняння на часовому кроці довільного порядку точности.
А вже тоді метод Ейлера одержимо як окремий, найпростіший, випадок.

Розглянемо диференціальне рівняння  (14.5)
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( ) ( ) ( )0
0, ,dx f x t x t x

dt
= =                                   (14.8)

на інтервалі [ , ]a b . Розіб'ємо інтервал на m відрізків вузлами 1it + з постійним

кроком h. Точний розв'язок задачі (14.8) у точці 1it +  на будь-якому з окремих

інтервалів 1[ , ], 0 1,i it t i m+ ≤ ≤ −   можна представити у вигляді ряду Тейлора з

центром в точці  ix .

Вважаючи, що ( ), 1f x t n +  раз неперервно диференційована за обома
арґументами, можемо записати

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
'' ( )

' 2 1
1 .

2! !

n
i i n n

i i i

x t x t
x t x t x t h h h O h

n
+

+ = + + + + +…     (14.9)

Якщо взяти  1n = , то отримаємо схему явного методу Ейлера

( )1 ,i i i ix x hf x t+ = + ,                                          (14.10)

точність апроксимації формули якого  2( )O h .
Як бачимо, для одержання різницевих схем методом рядів Тейлора треба

мати аналітичні вирази повних похідних за t від функції ( ),f x t . А це на практиці
у більшості випадків неприйнятно. У такому разі застосовується інша ідея,
викладена нижче.

14.2.2.. Метод Рунґе-Кутти. Ідея методу полягає в тому, щоб дискретну
схему подати у вигляді

( )1 0 1i i i ix x h x ,t ,h , i m ,+ = + ϕ ≤ ≤ −                             (14.11)

де ( )x,t,hϕ наближала б відрізок ряду Тейлора (14.9) з точністю ( )1nO h +  і вод-

ночас не містила б похідних функції ( ),f x t . Тобто в основі методів Рунґе-Куттаа
лежить підгонка ряду Тейлора.

Метод Рунґе-Кутта першого порядку ( )1n = – це розглянутий раніше методд
Ейлера.

Популярний серед методів Рунґе-Кутти лише метод четвертого порядку

( )4n =  з похибкою апроксимації  ( )5O h . Відповідна формула має вигляд

( )1 1 2 3 42 2 , 0 1
6i i
hx x k k k k i m+ = + + + + ≤ ≤ − ,              (14.12)
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де

( )

( )

1 2 1

3 2 4 3

, ; , ;
2 2

, ; , .
2 2

i i i i

i i i i

h hk f x t k f x k t

h hk f x k t k f x hk t h

 = = + + 
 

 = + + = + + 
 

              (14.13)

Обчислення коефіцієнтів (14.13) вимагає на кожному часовому кроці
чотири рази обчислювати праву частину диференціального рівняння.

Якщо розглядається задача Коші для системи диференціальних рівнянь (14.5),
то формула Ейлера (14.10) і Рунґе-Кутти (14.12), (14.13) аналоґічні скалярному
випадку, тільки додається ще один індекс, який вказує на причетність до певної
невідомої.

Ефективна оцінка похибки методу Рунґе-Кутти утруднена. Тому для
визначення правильности вибору кроку h на практиці на кожному етапі з двох
кроків здійснюють подвійний перерахунок.

14.2.3. Неявний метод Ейлера. Як отримати низку неявних методів пока-
жемо на прикладі все того ж диференціального рівняння (14.5).

На інтервалі часу 1[ , ]i it t −  функцію x апроксимуємо поліномом

( ) ( ) ( ), 1
0

, , 0, 1, ,
n

k
i n k i

k
x t П t a t t i n−

=

= = − =∑ …            (14.14)

де n – порядок апроксимуючого полінома. Тоді

 .                        ( ) 1
1

1

n
k

k i
k

dx ka t t
dt

−
−

=

= −∑                                      (14.15)

У випадку однокрокових методів коефіцієнти ka визначаються з умови збігу

значень полінома ( ),i nП t  і функції ( )x t  у момент часу у mt  і  1mt − , а також з

рівности відповідних 1n −  похідних при  1mt − :

( )
1

1 , 0, 1, , 1,
!

i

k

K k
t t

da x t k n
k dt

−=

= = −…                    (14.16)

1

0

n
k n

n i k
k

a x a h h
−

−

=

 
= − 

 
∑ ,                                    (14.17)

де  ( ) 1,i i i ix x t h t t −= = −  – крок дискретизації.
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Підставивши (14.16) у (14.15) при  it t= , отримаємо

i

n i n
t t

dx a x b
dt =

= +  ,                                        (14.18)

де

( )
1

1
1

1
1

,
!

i

kn
K

n n i K
k t t

n n n k da b x h x t
h h k dt

−

−
−

−
= =

−
= = − − ∑ .

Підставляючи похідну (14.18) у (14.5) при  it t= , одержуємо шукану фор-
мулу однокрокових неявних різницевих схем

( ),n i n i ia x b f x t+ =  .                                     (14.19)

Формула (14.19) узагальнює відомі однокрокові формули й дає змогу буду-
вати нові, вищих порядків. Але тут ми натрапляєм на підводний камінь, як і у
випадку використання ряду Тейлора для побудови низки однокрокових явних
методів згідно зі схемою (14.8), – потребу мати аналітичні вирази  похідних ви-
щого порядку від функції. Тому на практиці використовують зазвичай поліноми
при 1 2.n i n= =

При 1n =

1
na

h
= ;      1i

n
x

b
h
−= − .                                      (14.20)

Підставляючи (14.20) у (14.19), одержуємо схему неявного методу Ейлера

( )1 ,i i i ix x hf x t−= +  ,                                        (14.21)

котра на кожному кроці вимагає розв'язання нелінійного рівняння стосовно  ix ,
що представляє, власне кажучи, непросту задачу. Ця задача ще більше усклад-
нюється для систем нелінійних диференціальних рівнянь. У явній схемі (14.9)
потреба в розв'язанні нелінійного рівняння відсутня, оскільки результат за-
здалегідь записаний у явному (розв'язаному) вигляді. Водночас звертаємо увагу,
що вирази (14.9) і (14.21) зсунуті в часі на один крок, але це не змінює їхньої суті.

14.2.4. Метод Ґіра. У випадку багатокрокових методів  коефіцієнти ka  у ви-

разах (14.14), (14.15) визначають інакше – з умови збігу значень полінома ( ),i nП t і

функції ( )x t  у момент часу 1 2, , ,i i i nt t t− − −…  та першої похідної у момент часу it .
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Практичний інтерес багатокрокові формули становлять при  6n ≤ .

Надаючи в (14.14) часові t ряд дискретних значень  1 2, , ,i i i nt t t− − −… , а в (14.15)

–  it , отримаємо систему 1n + алґебраїчних рівнянь, що дають можливість

обчислити всі шукані коефіцієнти , 0, 1, ,ka k n= … . Знайдені коефіцієнти ka
підставляємо в (14.14) для моменту часу it t=  у результаті чого знову отримаємо
формулу (14.18), але на відміну від однокрокових методів тепер коефіцієнти
(14.18) для різних порядків полінома різні. У випадку постійного кроку інтеґ-
рування ці коефіцієнти можна обчислити заздалегідь. Наведемо їх вирази для  :

1 1 2
1 1 2 2

1 2 3
3 3

41 3, ; , ;
2 2

18 9 211, .
6 6

i i i

i i i

x x xa b a b
h h h h

x x x
a b

h h

− − −

− − −

− +
= =− = =

− + −
= =

                         (14.22)

Якщо в (14.22) прийняти 1n = , то приходимо до формули (14.20) неявногоо
методу Ейлера. Цього й слід було чекати, оскільки в обох випадках метод є одно-
кроковий. Формулу Ґіра ще називають формулою диференціювання назад
(ФДН).

Основне протиріччя штивних систем полягає в тому, що малий крок
інтеґрування, необхідний для відтворення швидкоплинних процесів, не може бути
збільшений у дальнішому, коли відповідна похідна значно згасне. Перший
часовий відрізок зі швидким загасанням шуканої кривої називається
пограничним шаром. Властивість штивности диференціальних рівнянь пов'я-
зується з наявністю цього шару. У глибшому розумінні цього поняття власти-
вість штивности пов'язується зі значним розкидом власних чисел матриці Якобі
розв'язуваної системи  рівнянь.

14.3.  Методи розв’язання нелінійних
                алґебраїчних рівнянь

14.3.1. Метод простої ітерації. Більшість методів пошуку коренів нелінійних
рівнянь передбачають, що наперед відомі достатньо малі околи, в кожному з яких
знаходиться тільки один корінь. Приймаючи за початкове наближення кореня
одну з точок цього околу, можна за допомогою згаданих методів обчислити
заданий корінь з заданою точністю. Таким чином, задача пошуку коренів нелі-
нійних рівнянь розпадається на дві задачі: задачу виділення коренів, тобто пошуку
достатньо малих областей, в кожній з яких знаходиться лише один корінь, і задачу
обчислення кореня з заданою точністю, якщо відоме його початкове наближення.

Перша задача значно складніша за другу. Немає ефективних методів її
розв'язання, особливо, це стосується систем рівнянь. Тут залишається покла-



186

датися на особистий досвід дослідника конкретної фізичної системи. В даль-
нішому ми будемо приділяти увагу лише уточненню коренів за відомими їх
початковими наближеннями. У цьому підрозділі коротко зупинимося на методі
простої ітерації розв'язання систем нелінійних алґебраїчних рівнянь.

Нехай відомо, що система

( )1 2, , , , 1,2, ,i i nx x x x i n= ϕ =… …                             (14.23)

у деякій області простору 1 2, , , nx x x…  має єдиний розв'язок ix =

( )1, 2, ,i i n= α = … , а ( )0
ix – числа, відповідно близькі до  iα (i = 1,2,…, n). При

деяких обмеженнях на функції 1 2( , ,i x xϕ …,xn), виходячи з початкових

наближень, можна знайти приблизні значення ix з наперед заданою точністю.
Це уточнення може бути виконане за допомогою методу ітерацій

( ) ( ) ( )( )1 ( )
2, , , , 1,2, ,s s s s

i i i nx x x x i n+ = ϕ =… … .                   (14.24)

Якщо при ( ) ( )1, 2, ,s
i is x i n→ ∞ → α = … , то кажуть, що метод ітерації

збігається до істинного розв'язку. Для того, щоб одержати розв'язок з заданою
точністю, процес продовжують до тих пір, допоки два послідовних наближення
не збіжаться з заданою точністю.

Визначимо деякий оператор

y Ax= ,                                                     (14.25)
де

( )1 2, , , ny y y y= … , а  ( )1 2, , ,i i ny x x x= ϕ … .

Якщо прийняти  ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, , ,s s s s
nx x x x= … , то замість n рівностей (4.2) можна

записати одну векторну
( ) ( )1s sx Ax+ = .                                               (14.26)

Найуразливішим в ітераційній формулі (14.26) є питання збіжности
ітераційного процесу. Це питання загострюється ще й тим, що в переважній
більшості практичних задач метод простої ітерації залишається єдиним засобом
розв'язання задачі, зважаючи на його простоту. Це стосується перш за все
систем надвисокого порядку. Відомі принаймі три теореми, що формулюють
умови збіжности методу. Але ні одною з них не можна скористатися на практиці,
бо вони вимагають дій над оператором A, куди складніших, ніж саме розв'язання
задачі. Тому в дослідника залишається чи не єдиний шанс – перевірити збіжність
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обчислень методом проб при комп'ютерній реалізації. Якщо ж процес виявиться
розбіжним, то залишається ще другий шанс – звертатися до засобів покращання
збіжности, але якщо процес виявиться розбіжним і після цих старань, то тоді
неминуче прийдеться звертатися до ітераційних методів вищого порядку, а вони
– непорівнянно складніші.

Приклад. Побудувати ітераційну схему (14.24) для розв'язання системи двох
рівнянь

3 3
1 2

1 2

1 0,
3 6 2 0.
x x
x x

+ − =
− + =

Розв'язавши перше з них стосовно 1x , а друге – стосовно 2x , затим розставивши
індекси ітерацій, одержимо

( ) ( )( ) ( )
( )31 1 13

1 2 2
11 ;

2 3

s
s s s xx x x+ += − = +

Корені рівнянь 1 20,8344, 0,7505α = α = .
14.3.2. Про один спосіб покращання збіжности ітераційного методу. Вихідну

систему нелінійних рівнянь запишемо у вигляді

Ax b= ,                                                     (14.27)

де ( )1 2, , , nx x x x= … – вектор невідомих; ( )A A x= – матриця-оператор коефіці-

єнтів; ( )1 2, , , nb b b b= …  – вектор правих частин.
Матрицю A подамо сумою трьох матриць A B C D= + + , де В –

нижньотрикутна матриця без діаґоналі; C – верхньотрикутна матриця без
діаґоналі; D – діаґональна матриця.

Ітераційну формулу розв'язання (14.27) подамо так
1

1

1

s s
s sx pxBx D Cx b

p

+
+ +

+ + =
+ .                             (14.28)

Ця форма запису отримала назву методу релаксації покращання збіжности
ітераційного процесу. Параметр p називається параметром релаксації. Якщо
0 1p≤ ≤ , то метод називають методом верхньої релаксації, при 1/ 4p = – метод
називають методом надрелаксації; при 0p =    – методом Зейделя.

14.3.3. Метод Ньютона. Розглянемо систему n рівнянь з n невідомими

( )1 2, , , 0, 1,2, ,i nf x x x i n= =… …  .                     (14.29)

Позначимо через x вектор ( )1 2, , , ,nx x x x= … а через ( )f x   – вектор-функцію
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( ) ( ) ( )(( )1 1 2 2 1 2 1 2, , , , , , , ), , , , , .n n n nf x f x x x f x x x f x x x= … … … …

Тоді систему (14.29) можна записати у вигляді одного векторного рівняння
( ) 0f x = .                                                   (14.30)

Припустимо, що в деякій опуклій області G, що містить шуканий розв'язок
( )1 2, , , nα = α α α… системи (14.29), функції ( )1 2, , ,i nf x x x…  неперервні, мають

неперервні частинні похідні першого порядку й у точці   x = α  матриця Якобі

( )

1 1 1

1 2

2 2 2

1 2

1 2

n

nx

n n n

n

f f f
x x x
f f f
x x xf x

f f f
x x x

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂=

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

…

…

� � � �

�

                           (14.31)

невироджена. Тоді в деякому околі x = α вона матиме обернену матрицю, котруу

позначимо через  ( )1
xf x− .

У такому разі для розв'язання системи (4.10) можна застосувати ітераційний
метод першого порядку, що отримав назву метод Ньютона.

Нехай деяка функція ( )f x  має похідні до 1n + -го порядку включно. Тодіді

в околі деякого наближення арґумента ( )sx x= справедлива формула Тейлора
(14.9)

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
1

1
!

n is i s s

i
f x f x f x x x

i=

= + −∑ ,                         (14.32)

де ( ) ( )( ) ( ) /i s i if x d f x dx=  при  ( )sx x= .

Щоб надати рівнянню (14.32) векторного характеру членами вищого
порядку 2n ≥  необхідно знехтувати. Якщо тепер прийняти в ролі наступного
члена 1sx + , то рівняння (14.32) набере вигляду

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1s s s s s
xf x f x f x x x+ += + − ,                (14.33)
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де ( ) ( ) /s
xf x df x dx=  при ( )sx x= .

Тепер треба вибрати таке значення ( 1)sx + , щоб воно стало розв'язкомм

рівняння (14.30): ( )( )1 0sf x + = . За цієї умови, виходячи з (14.33), одержуємо

ітераційну формулу Ньютона

( )( ) ( ) ( )( ) ( )1s s s s
xf x x x f x+ − = − .                          (14.34)

Формулу (14.34) можна записати ще у вигляді

( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1s s s s
xx x f x f x+ −= − .                            (14.35)

Метод Ньютона збігається значно швидше за методи простої ітерації. Якщо
перші з них мають лінійну збіжність, то другий – квадратичну. Саме ця власти-
вість є причиною, що метод Ньютона – найкращий метод загального призна-
чення для розв'язання систем нелінійних рівнянь порівняно невисокого порядку.
Його неоціненна роль також в загальній теорії нелінійних диференціальних рів-
нянь, про що мова йтиме в подальших підрозділах.

Приклад. Побудувати ітераційну схему (14.34) розв'язання двох рівнянь, наве-
дених у попередньому прикладі.

Утворимо вектор-функцію (4.9) і вектор x

( ) ( ) ( )3 3
1 2 1 2 1 21, 3 6 2 ; ,f x x x x x x x x= + − − + = .

Тоді матриця Якобі (4.11) буде

2 2
1 23 3

( )
3 6x

x x
f x =

− .

Підставляючи ці вирази в (14.34), одержуємо остаточно

( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )

3 32 2 1
1 21 11 2

1
2 2 1 2

13 3

3 6 2 3 6

s ss ss s

s s s s

x xx xx x
x x x x

+

+

− −−
=

−− − − +
.

Цікаво, що дана ітераційна схема виключає нульове початкове наближення.

14.4. Алґебро-диференціальні рівняння.
У задачах математичного моделювання фізичний чи інший досліджуваний

процес найчастіше описується системою алґебро-диференціальних рівнянь. У
такому разі вирази (14.5), (14.6) не охоплюють повністю розв'язувану задачу,

оскільки вектор ( )1 2, , , nx x x x= …  містить лише частину невідомих, решту цих
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невідомих зґрупуємо у вектор ( )1 2, , , my y y y= … . Тоді повну систему рівнянь
можна записати як:

( ) 00
, , ,

t

dx f x y t x x
dt =

= =  ;                               (14.36)

( ), , 0x y tϕ = .                                            (14.37)

Хід розв'язання системи (14.36), (14.37) розгалужується на два напрямки за-
лежно від способу дискретизації диференціального рівняння (14.36) – за явними
чи неявними методами.

Випадок часової дискретизації за явними методами.  Алґоритм обчислень
у такому разі виглядає так:

1. Відштовхуючись від i-го наближення функції ix (на першому кроці від

нульового наближення 0x ) розв'язуємо одним із методів розв'язання систем

нелінійних рівнянь  рівняння (14.37) при  it t=  стосовно iy :

 .                                  ( ),i i iy x t= χ .                                            (14.38)

2. Знаючи , ,i i ix y t , інтегруємо систему (14.36) одним із явних методів і

знаходимо нові значення 1ix + , що відповідають часові 1it + .
3. Процес обчислень повторюємо з п. 1, або переходимо на кінець

обчислень за умови вичерпаного часу, або за іншої умови.
Сумісне розв'язання систем алґебро-диференціальних рівнянь у разі вико-

ристання явних методів чисельного інтеґрування у зв'язку з необхідністю реа-
лізації ітераційних циклів за наведеним алґоритмом не завжди раціональне.
Нерідко доцільно вдатися до заміни підсистеми алґебраїчних рівнянь (14.37)
диференціальними. Такий захід дуже ефективний і надзвичайно широко вико-
ристовується в задачах аналізу електромаґнетних кіл за умови, що розмірність
вектора y порівняно мала. Для цього треба проінтеґрувати за часом (14.37)

( ) ( ) ( ), , , , , ,
0

x y t x y t x y tdx dy
x dt y dt t

∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ
+ + =

∂ ∂ ∂         .           (14.39)

Затим рівнянню (14.39) згідно з (14.36) надаємо вигляду:

( ) ( ) ( ) ( )1
, , , , , ,

, ,
x y t x y t x y tdy f x y t

dt dy x t

−
∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ   

= − ⋅ +   ∂ ∂   
,           (14.40)

або в загальному вигляді
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( ) 0
0

, , ,
t

dy x y t y y
dt =

= ξ = .                              (14.41)

Тепер сумісному інтеґруванню підлягає система звичайних диферен-
ціальних рівнянь (14.36), (14.41), яка не потребує орґанізації ітераційних циклів на
кожному часовому кроці інтеґрування, отже, й усувається проблема забез-
печення стійкости ітерацій.

Випадок часової дискретизації за неявними методами. У такому разі перш
за все дискретизується підсистема диференціальних рівнянь (14.36) згідно з
(14.19), (14.22)

( ), ,n i n i i ia x b f x y t+ = .                                   (14.42)

Підсистема (14.37) записується для моменту часу it t=

( ), , 0i i ix y tϕ = .                                          (14.43)

Система дискретних рівнянь (14.42), (14.43) підлягає сумісному розв'язанню
одним із методів розв'язання нелінійних рівнянь. Значення невідомих, що заховані
у вектор-коефіцієнтах nb , беремо з попередніх кроків інтеґрування (на першому
кроці з початкових умов).

14.5. Розрахунок перехідних процесів
Розрахунок перехідних процесів у нелінійних колах пов’язаний з

інтеґруванням алґебро-диференціальних рівнянь стану кола (14.1) - (14.4) за ча-
сом при заданих початкових умовах. Таке
інтеґрування здійснюється відомими вже
нам чисельними методами, явними чи не-
явними. Розглянемо елементарний при-
клад на найпростіші з них.

Задача. Знайти перехідний струм не-
лінійної котушки індуктивности (рис. 1) яв-
ним і неявним методом Ейлера при її рапто-
вому вмиканні на джерело синусоїдальної
напруги.

Розв’язання. Задачу Коші для диференціальних рівнянь скомутованого кола
формуємо на підставі (14.1), (14.3)

( )
( ) 0

sin
, 0.mU t ridi i

dt L i
ω + ψ −

= =
′′                            (14.44)

Рис. 14.1. Схема комутації
котушки індуктивности
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Значення Um, ω, ψ, r, а також вебер-амперна характеристика  ψ = ψ( )i  –
задані, причому

( ) 3.i ai biψ = +                                             (14.45)

Тут а, b – сталі коефіцієнти.
Вираз диференціальної індуктивности одержуємо згідно з (4.48)

( ) ( ) 23
d i

L i a bi
di

ψ
′′ = = + .                                     (14.46)

Підставляючи (14.45) у (14.46), а затим одержаний результат у (14.44),
одержуємо

( ) ( )
2

s in
.

3 ( )
mU t ri td i

d t a b i t
ω + ψ −

=
+

                           (14.47)

1. Різницеве рівняння за явним методом Ейлера одержуємо на підставі
(14.10)

( ) ( ) ( ) ( )
2

sin
.

3 ( )
mU t ri t

i t t i t t
a bi t

ω + ψ −
+ ∆ = + ∆ ⋅

+ (14.48)

Алґоритм інтеґрування.
1. Маючи поточне значення струму i(t) (на першому кроці початкове

значення і0), обчислюємо праву частину (14.48), а відтак – значення струму i(t
+ ∆t) у момент часу t + ∆t.

2. Перевіряємо умову тривалости часу інтеґрування i(t) ≤ tE , де tE – заданий
час інтеґрування процесу. Якщо умова виконана, переходимо на п. 3, інакше –
на п. 4.

3. Засилаємо ( ) ( )i t + t  i t , t + t  t∆ → ∆ →   й  переходимо на п. 1.
4. Кінець.
2. Різницеве рівняння за неявним методом Ейлера одержуємо на підставі

(14.21)

( ) ( ) ( ) ( )
2

sin ( )
.

3 ( )
mU t t ri t t

i t t i t t
a bi t t

ω +∆ +ψ − +∆
+∆ = +∆ ⋅

+ +∆                      (14.49)

Як бачимо, у цьому випадку невідоме значення струму ( )i t t+ ∆  фіґурує
в неявному вигляді і входить у кубічне рівняння. Розв’яжемо це рівняння за
методом простої ітерації згідно з (14.24)

( ) ( ) ( ) ( )( )
( 1)

( ) 2

sin ( )
.

3 ( ( ) )

s
s m

s

U t t ri t t
i t t i t t

a b i t t
+ ω + ∆ + ψ − + ∆

+ ∆ = + ∆ ⋅
+ + ∆           (14.50)
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Алґоритм інтеґрування.
1. Маючи поточне значення струму i(t) (на першому кроці початкове

значення і0), за ітераційною формулою (14.50) обчислюємо значення струму i(t
+ ∆t) у момент часу t + ∆t.

2. Перевіряємо умову часу інтеґрування i(t) ≤ tE. Якщо умова виконана,
переходимо на п. 3, інакше – на п. 4.

3. Засилаємо ( ) ( )i t + t  i t , t + t  t∆ → ∆ →   й  переходимо на п. 1.
4. Кінець.
У даному алґоритмі нами використаний метод простої ітерації розв’язання

нелінійного алґебраїчного рівняння. В наступному підрозділі для різномаїття
скористаємося більш складним методом – Ньютона.

Як бачимо, чисельні методи значно простіші за аналітичні, розглянуті у
розділах 10 і 11, і, на відміну від них, вони придатні до розв’язання лінійних і нелі-
нійних диференціальних рівнянь, а аналітичні – лише лінійних. Простота чи-
сельних методів не випадкова – вона зумовлена простотою античної математики,
яка повернулася до нас на вищому рівні, орієнтованому на електронні
комп’ютери.

14.6. Розрахунок усталених процесів у колах
                постійного струму

Коло постійного струму описується алґебраїчними рівняннями,
структурними (14.1)

0; , 0k k k
k k

I E U= =∑ ∑                                     (14.50)

і рівняннями елементів (14.2)

( ) , or ( ) .k k k k k k k kU R I I I G U U= =                     (14.51)

Систему (14.50), (14.51) можемо записати
в загальному вигляді (14.23) і застосувати до її
розв’язання той чи инший ітераційний метод,
простої ітерації (14.26), або метод Ньютона
(14.35).

Розглянемо приклад на застосування фор-
мули (14.35) як складнішої.

Приклад. Знайти струм I3 в нелійному
електричному колі, що містить два нелінійні й
один лінійний елемент, схема якого зображена
на рис. 14.2, якщо задані значення ЕРС Е, опір

лінійного резистора R2, вольт-амперні характеристики решти двох нелінійних
елементів

Рис. 14.2. Схема нелінійного
кола постійного струму
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33 2
1 1 1 3 3,I aU bU I cU= + = .

Статичні та диференціальні провідності нелійних елементів знаходимо згідно
з (4.27), диференціюючи вольт-амперні характеристики за арґументом

( ) ( )
( ) ( )

2
1 1 1 3 3 3

2
1 1 1 3 3 3

; ;

3 ; 3 2.

G U a bU G U c U

G U a bU G U c U

′ ′= + =

′′ ′′= + =
                    (14.52)

Скористаємося методом вузлових напруг. За цим методом ми матимемо
лише одне рівняння, оскільки коло має один незалежний вузол. За методом кон-
турних струмів ми б мали два рівняння, бо коло має два незалежних контури. За
методом струмів рівнянь було б три. Кожен з цих методів можна застосувати,
але, як бачимо, метод вузлових напруг найвигідніший. Напругу U3 між вузлами
вибираємо як вузлову. Тоді відповідне нелінійне алґебраїчне рівняння згідно з
правилами, приведеними в параґрафі 5.6, набуває вигляду

( ) ( )( ) ( )1 1 2 3 3 3 1 1 .G U G G U U G U E′ ′ ′+ + =                         (14.53)

Напругу U1  виразимо через U3, виходячи з другого закону Кірхгофа,

1 3 .U E U= −                                                   (14.54)

Підставимо (14.54) в (14.53) й запишемо одержаний результат у вигляді
(14.30), як цього вимагає формула Ньютона

( ) ( ) ( )( ) ( )3 1 3 2 3 3 3 1 3 3 0.F U G E U G G U U G E U E′ ′ ′= − + + − − =           (14.55)

Розв’язок цього рівняння будемо шукати саме за цією ітераційною форму-
лою (14.35)

( ) ( )1( 1) ( ) ( ) ( )
3 3 3 3 ,s s s sU U F U F U

−
+  ′= −                                (14.56)

де  матриця Якобі буде

( ) ( ) ( ) ( )3 1 3 2 3 3 1 3 3F U G E U G G U G E U U′ ′′ ′′ ′= − + + − ∂ − ∂       .  (14.57)

Формула (14.57) одержана диференціюванням (14.55) по U3 звикористанням
співвідношення (4.10).

Підставляючи (14.55),(14.57) у (14.56) і наповнивши статичні й
диференціальні провідності конкретним змістом (14.52), одержуємо остаточну
ітераційну формулу за методом Ньютона
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( ) ( )( )( )
( ) ( )

2( ) ( ) ( ) ( )
2 3 3 3 3

( 1) ( )
3 3 2( ) ( ) ( )

3 3 3 23 2 1,5

s s s s

s s

s s s

G c U U a b E U E U
U U

b E U b E U c U a G
+

+ − + − −
= −

− + − + + +
.           (14.58)

Після закінчення ітераційного циклу за (14.58) і забезпечення потрібної
точности одержуємо істинне значення напруги U3. Відтак, знаходимо  шуканий
стурум

( )
3

2
3 3 3 3 3I G U U cU′= = .                                    (14.59)

При потребі за законами Кірхгофа можна знайти решту невідомих.
На збіжність методу Ньютона значний вплив має нульове наближення. Йо-

го, як правило, знаходять, виходячи з якісного (приблизного) розрахунку лінеа-
ризованого кола.

14.7. Розрахунок усталених процесів у колах
                періодичного струму

14.7.1. Про двоточкову крайову задачу. У результаті інтеґрування
диференціальних рівнянь за часом при   t → ∞ система повинна вийти на
усталений розв'язок. У задачах математичного моделювання електромаґнетних
процесів цей розв'язок найчастіше буває T-періодичним, де T – період по-
вторюваности функції за часом. Задача пошуку періодичних розв'язків неліній-
них диференціальних рівнянь становить важливий етап у задачах аналізу фізич-
них систем, який відомий як аналіз усталених процесів. Ця задача з математич-
ного бачення є складнішою за задачу Коші інтеґрування диференціальних рів-
нянь від початкових умов, бо накладає на розв'язок ще одну додаткову умову Т-
періодичности

( ) ( ) , 1, 2, ,i ix t T x t i n+ = = … .                              (14.60)

Легко переконатися, що умова (14.60) є окремим випадком умови (14.7),
якщо на неї накласти обмеження, що ia ibx x= . Таким чином, ми маємо справу
з крайовою задачею для нелінійних диференціальних рівнянь. Тепер можемо
висловитися інакше: задача пошуку періодичного розв'язку нелінійних
диференціальних рівнянь становить двоточкову крайову задачу нелінійних
диференціальних рівнянь (14.5), (14.60).

Рівність (14.60) запишемо дещо інакше

( ) ( ) 0, 1,2, ,i ix t x t T i n− + = = … .                        (14.61)

Його називатимемо рівнянням періодичности, або рівнянням цілі.
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Найпростіший, а водночас і найгрубіший спосіб досягнути періодичного
розв'язку полягає в безпосередньому інтеґруванні диференціальних рівнянь аж
до усталення процесу. Але при цьому потрібний надто великий об'єм
обчислень, що призводить до непродуктивного використання комп'ютерної
техніки, особливо в разі тривалого перехідного процесу, а крім цього накопи-
чення похибок чисельного інтеґрування може недопустимо спотворити реаль-
ний процес. Тому поряд з розробкою методів розв'язання задачі Коші для
диференціальних рівнянь велася й ведеться кропітка робота, пов'язана з розроб-
кою методів безпосереднього розв'язання двоточкової крайової задачі.

Методів позачасової области не розглядатимемо як докомп'ютерних і по-
збавлених критеріїв точности, бо на тому чи іншому етапі вони включають у се-
бе суб'єктивний фактор – вибір точок на періоді, вибір числа гармонік в рядах
Фур'є тощо, складні в алґоритмічному використанні. Розглянемо лише деякі
методи часової области, що ґрунтуються на загальній теорії нелінійних диферен-
ціальних рівнянь і дістали технічну назву методів прискореного пошуку виму-
шених періодичних станів. Мета цих методів – досягти періодичного розв'язку
при затратах менших, ніж при прямому інтеґруванні рівнянь до усталення
процесу. Найінформативніший з них – метод побудови моделей чутливости до
початкових умов.

14.7.2. Модель чутливости до початкових умов. Систему диференціальних
рівнянь (14.5) запишемо у векторній формі

( )1/ ,dx dt f x t= ,                                               (14.62)

причому ( )1 ,f x t  – Т -періодична, ( )1 2, , , nx x x x= … .
Вирази (14.61), (14.62) становлять двоточкову Т-періодичну крайову задачу

для нелінійних диференціальних рівнянь.

Існують такі початкові умови ( )0x , які при інтеґруванні (14.62) на інтервалі
часу від 0 до Т дають змогу ввійти безпосередньо в періодичний розв'язок,
обминаючи перехідну реакцію. Такі початкові умови розглядатимемо як арґу-
мент рівняння періодичности (14.61), яке запишемо у вигляді

( )( ) ( ) ( )( )0 0 0 , 0f x x x x T= − = .                                (14.63)

Розв'язання нелінійного трансцендентного рівняння (14.63) методом простої
ітерації тотожне безпосередньому інтеґруванню (14.62) аж до досягнення періо-
дичного розв'язку, що є неприйнятно. Тому тут застосуємо ефективніший ітера-
ційні метод – метод Ньютона (14.35)

( ) ( ) ( )( ) ( )( )11 '0 0 0 0s s s sx x f x f x
−+ = − .                         (14.64)

Матрицю Якобі отримуємо диференціюванням по ( )0x  цільової функції
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(14.63)

( )( ) ( )' 0 1f x T= − Σ ,                                        (14.65)
де

( )
( )( )
( )
0 ,
0

t T

x x t
Т

x
=

∂
Σ =

∂ .                                    (14.66)

Матрицю (14.66) називають фундаментальною матрицею, або матрицею
монодромії, або ще матрицею переходу станів.

Визначення матриці монодромії – головна складність аналізу. Найпростіший
спосіб полягає у знаходженні її чисельним диференціюванням. Але основний –
метод побудови чутливости до початкових умов, який приводить до варіаційних

рівнянь. Їх отримують диференціюванням вихідного рівняння (14.62) по  ( )0x :

( ),f x td
dt x

∂Σ
= Σ

∂
,                                              (14.67)

де ( )/ 0x xΣ = ∂ ∂ – матриця (14.66) при не фіксованому часі.
На s-й ітерації формули Ньютона (14.64) лінійне варіаційне рівняння (14.67)

підлягає сумісному інтеґруванню з нелінійним (14.62) на часовому інтервалі
[0, ]T . У результаті знаходимо цільову функцію (14.63) і потрібну матрицю Якобі
(14.65),(14.66), що цілком визначає праву частину ітераційної формули (14.64), а

відтак – і її шукану ліву частину ( ) 10 sx + . Процес ітерації закінчується при досяг-
ненні заданої точности входження в періодичний розв'язок

( )( )0 sf x ≤ ε ,                                             (14.68)

де ε – вектор заданих точностей. Зрозуміло, що ε  не повинен перевищувати
точности задіяних сервісних методів чисельного інтеґрування й обертання
матриці.

Матриця монодромії Σ  (14.66) є, по суті, матрицею чутливостей до
початкових умов. Кожний її рядок можна розглядати як ґрадієнт певної змін-
ної у просторі початкових умов, а кожен її стовпчик характеризує чутли-
вість усієї множини змінних до однієї і тієї ж початкової умови. Тому дифе-
ренціальне рівняння (14.67) можна розглядати як модель чутливости до почат-
кових умов. Звідти й умовна назва методу, винесена в заголовок підрозділу.

Алґоритм обчислень.

1. Маючи на s-й ітерації значення вектора ( )sx t  і матриці ( )stΣ  (на першо-
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му кроці початкові наближення ( ) ( )0 00 , 0x Σ ), інтеґруємо рівняння (14.62),

(14.67) на часовому інтервалі  [0, ]T .

Значення ( )00x  як нульове наближення формули Ньютона і початковаа
умова для (14.62) задається довільним. Але в тих випадках, коли у розв'язку мож-
ливе існування декількох періодичних станів, це значення визначає вхід процесу
в зону притягання одного з них. Тому, щоб отримати сукупність усіх можливих
періодичних розв'язків системи диференціальних рівнянь, необхідно варіювати
ним.

Виходячи з (14.66), значення  ( )0 sΣ , у тому числі й ( )00Φ , дорівнює оди-
ничній матриці

( )0 s EΣ = .                                                 (14.69)

2. Маючи значення ( )sx T  і ( )sTΣ  згідно з (14.62) обчислюємо ( )( )0 sf x ,

а згідно з (14.65) – ( )( )' 0 sf x .
Звертаємо увагу, якщо в системі (14.62) існують неголономні зв'язки, які

безпосередньо інтеґруються, то їх слід проінтеґрувати аналітично й понизити по-
рядок системи рівнянь на кількість таких зв'язків, на це вказав ще славний А. Пу-
анкаре, інакше матриця ( )( )' 0f x  буде особливою й не дозволить скористатися
нею!

3. На підставі ітераційної формули (14.64) знаходимо уточнене значення

вектора ( ) 10 sx + .
Запропонований метод неефективний, коли значення періоду Т менше або

співмірне з часом загасання процесу за заданих початкових умов ( )00x .
Якщо система диференціальних рівнянь (14.62) лінійна, то запропонований

метод вводить у періодичний розв'язок за одну ітерацію формули (14.64).
Ефективність алґоритму покажемо на прикладі з аналітичним розв'язком –

перехідного струму лінійної котушки індуктивности для випадку
синусоїдального джерела живлення

( ) ( )( ) ( )0 sin sint
m mi t i I e I t−α= − ϕ + ω + ϕ ,                        (14.70)

Задаємося нульовим початковим наближенням ( )00i =0. Тоді ( )( )00f i ,
згідно з (14.63), (14.70) буде

( )( ) ( ) ( )00 0 0, sin 1T
mf i i T I e−α= − = ϕ − .                      (14.71)
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Матрицю монодромії знаходимо за (14.66), (14.70)

( ) ( )
( )

0

0
T

t T

i t
T e

i
−α

=

∂
Σ = =

∂ .                                  (14.72)

Підставляючи (14.71), (14.72) в (14.84) за умови (14.65), одержуємо

 .          ( )
( )1 sin 1

0 0 sin
1

T
m

mT

I e
x I

e

−α

−α

ϕ −
= − = ϕ

−
.                   (14.73)

Як бачимо, відповідь одержана за одну ітерацію, як і було обіцяно. Насправ-
ді, одержане значення початкової умови нівелює сталу інтеґрування в (14.70), і
ми одержуємо безпосередньо
періодичний розв'язок

( ) ( )sinmi t I t= ω + ϕ .

У випадку нелінійних рів-
нянь алґоритм вимагає декількох
ітерацій.

Ефективність алґоритму
пошуку періодичного розв'язку
системи нелінійних диферен-
ціальних рівнянь електромеха-
нічного стану насиченого асинх-
ронного мотора ілюструють
криві кутової швидкости (1) і
струму фази статора (2) на чоти-
рьох ітераціях входження в усталений процес, що зображені на рис. 14.3. Дода-
мо, що пряме інтеґрування рівнянь стану аж до усталення процесу вимагає що-
найменше проходження часового інтервалу [0, ]T , що дорівнює 120 T.

Цей приклад наведений невипадково. Подібна задача розв'язана перше.
Вона непосильна ні одному з відомих розроблених до цього чисельних методів
розв'язання двоточкових крайових задач для нелінійних диференціальних рівнянь
у позачасовій області.

14.7.3. Наївний алґоритм. Крім універсальних методів розв'язання
двоточкової Т-періодичної крайової задачі для звичайних диференціальних
рівнянь розробляються також локальні методи, призначені для певного
обмеженого класу задач. Нижче пропонується один з них, призначений для роз-
в'язання систем особливо високого порядку, де інші методи незастосовні. За свою
простоту він одержав назву наївного алґоритму. Метод обмежений класом задач
(14.61), (14.62), диференціальні рівняння яких у правій частині (14.62) містять

Рис. 14.3. Залежності струму й кутової
швидкости електромотора на трьох ітераціях

входження в усталений процес
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періодичні функції лише однієї і тієї ж частоти, а в періодичних розв'язках відсутні
постійні складові.

Якщо названі вище умови задовольняються, то періодичний розв'язок
можна знайти за порівняно простою ітераційною формулою

( ) ( ) ( )1
max min

10
2

s s s sx x T x x+ = − + ,                                 (14.74)

де  max min,x x –  вектори максимальних і мінімальних значень змінних на інтервалі

max min,x x . Щоб отримати й запам'ятати ці значення на s-й ітерації, треба проін-
теґрувати (14.62) у цих же межах.

Основна перевага формули (14.74) – її
простота. Оскільки в багатьох практичних задачах
умови застосування формули (14. 74)
задовольняються, то вона має достатньо широку об-
ласть застосування.

Вимога відсутности сталих складових у періо-
дичних розв'язках зрозуміла з безпосереднього ви-
гляду ітераційної формули. А ось моногармоніч-
ність правих частин пояснюється тим, що в нелі-
нійних системах полігармонічність може ґенерувати
постійні складові, за відсутности їх у збурюючих

функціях. Проте в лінійних системах такі складові виникнути не можуть, тут лише
порушується симетрія змінних в часі, а раз так, то умова моногармонічности
правих частин може бути усунена, але тоді формулу (14.74) треба ускладнити:

( ) ( ) ( )1

0

10
T

s sx x T x t dt
T

+ = − ∫ .                                       (14.72)

Алґоритм розрахунку.

1. Маючи на s-й ітерації поточні значення вектора ( )0 sx (на першому кроці

початкові наближення  ( )00x ), інтеґруємо (14.39) на інтервалі часу від [0, ]T . За-

пам'ятовуємо вектори ( )max min, ,x x x T .
2. Використовуємо ітераційну формулу (14.74) і знаходимо уточнене

значення ( ) 10 sx + .
3. Процес розрахунку повторюємо з п. 1, поки не задовольниться задана

точність розрахунку.
У разі використання ітераційної формули (14.72) потреби запам'ятовувати

значення  max min,x x  немає.

Рис. 14.4. До застосування
наївного алґоритму
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Методи прискореного пошуку періодичних розв'язків нелінійних дифе-
ренціальних рівнянь порівняно молоді. Вони стрімко розвиваються і водночас
завойовують простори сучасних методів математичного моделювання.

Як відомо, задача аналізу електричних і електромаґнетних кіл складається
з чотирьох етепів – розрахунку перехідних і усталених процесів, розрахунку
параметричної чутливости й визначення статичної стійкости усталеного процесу.
Перших два етапи ми запізнали в цьому розділі на прикладі нелінійних
електричних кіл. Решту два етапи розглянемо в наступному розділі,
присвяченому теорій маґнетних і електромаґнетних кіл як більш складних у
теоретичному аспекті.

14.8. Аналіз усталених моногармонічних процесів
На кінець цього розділу розглянемо ще один метод аналізу лінійних елект-

ричних кіл, але який орієнтований не на аналітичні, а на чисельні методи.
Альтернативний він символічному методу, як такий, що не оперує комплексною
змінною.

Аналіз кіл постійного струму значно простіший, ніж кіл змінного струму.
Тож напрошується ідея, а чи не можна аналіз кола змінного струму звести до
аналізу відповідного кола постійного струму в результаті певних перетворень.
Виявляється, що така можливість є, якщо скористатися рухомими просторовими
координатами.

Відомо, що синусоїдальні й косинусоїдальні функції за означенням є проек-
ціями деякого зображувального вектора, що рухається з постійною кутовою
швидкістю ω , на нерухомі декартові координати  ,x y . Тож, якщо скористатися

рухомими координатами  ,x y′ ′ , що обертаються синхронно з зображувальним
вектором, то його проекції на рухомі осі будуть сталими числами. Якщо
скористатися зображувальним вектором амплітуди напруги чи струму джерела
електромаґнетної енерґії, то ми нашу ідею реалізуємо в дуже простий спосіб.

Перетворення координат здійснюють так

1; ,−′ ′λ = Πλ λ = Π λ                                          (14.73)

де  ( , ,. ) ( , )c se u iλ λ = = λ λ – вектор косинусних і синусних проекцій амплітуд ЕРСС
(е), напруг (u), струмів (i), причому тут і надалі штрих указує на причетність до
рухомої системи координат; 1, −Π Π – пряма й обернена матриці поворотуу
координат

1cos sin cos sin
; ,

sin cos sin cos
t t t t
t t t t

−ω ω ω − ω
Π = Π =

− ω ω ω ω                    (14.74)

Розглянемо рівняння основних ідеальних двополюсних елементів
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електричного кола: джерела напруги (ЕРС), резистора, котушки індуктивности,
конденсатора.

1. Джерело напруги. Якщо скористатися виразами (14.73), (14.74), то
синусоїдальна ЕРС у проекціях на рухомі координати зводиться до постійних
значень

cos sin cos( ) cos
,

sin cos sin( ) sin
c m m

s m m

e t t E t E
e t t E t E
′ ω ω ω + ψ ψ

= ⋅ =
′ − ω ω ω + ψ ψ         (14.75)

де  mE  – амплітуда ЕРС;  ψ  – початкова фаза.
2. Резистор. Рівняння резистора в рухомій системі координат згідно з (14.73),

(14.74) залишається таким самим (4.30)

R Ru r i′ ′= ,                                                      (14.76)

3. Котушка індуктивности. У перетвореній системі координат  рівняння ко-
тушки (4.49) згідно з (14.73), (14.74) буде

/ ,L LLdi dt u Lqi′ ′ ′= − ω                                         (14.77)

де q - матриця

1 11 .
1

dq
dt

− −Π
= Π =

ω                                      (14.78)

4. Конденсатор. У рухомій системі координат згідно з (14.73), (14.74) рів-
няння конденсатора (4.66)) теж зазнає змін

/ .C C CCdu dt i Cqu′ ′ ′= − ω                                    (14.79)

Щодо структурних рівнянь (10.1), то вони згідно з (14.73), (14.74) у
перетворених координатах залишаються такими самими

0; , 0.k k k
k k

i e u′ ′ ′= =∑ ∑                                 (14.80)

Структурні рівняння (14.80) разом з рівняннями елементів (14.75)– (14.77),
(14.79) утворюють повну систему рівнянь електричного кола в  обертовій системі
координат. Розв'язавши її, знайдемо сталі значення проекцій зображувальних
векторів невідомих напруг і струмів на рухомі координатні осі. До реальних ве-
личин приходимо в результаті зворотного перетворення згідно з другим виразом
(14.73).

За задумом метод розроблений для аналізу усталених процесів. У такому
разі (14.77) і (14.79) спрощуються, бо часові похідні в колі усталеного постійного
струму дорівнюють нулю
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; .L L C C Cu x qi u x qi′ ′ ′ ′= = −                              (14.81)

де  ; 1/( )L Cx L x C=ω = ω  – реактанси.
Тепер вихідну систему рівнянь усталеного процесу кола становлять алґеб-

раїчні рівняння (14.76), (14.80), (14.81). На їхній підставі можна будувати інші
методи аналізу, наприклад, контурних струмів, вузлових напруг тощо.

Приклад. Розв'яжемо елементарну задачу знаходження струму в послі-
довно сполучених трьох лінійних елементах R, L, C, заживлених джерелом сину-
соїдальної напруги. Розв’язання супроводжуватимемо детальними математич-
ними діями.

Запишемо за другим законом Кірхгофа структурне рівняння (14.80)

.R L Cu u u e′ ′ ′ ′+ + =                                                 (14.82)

Підставляючи сюди рівняння елементів (14.76), (14.81), одержимо

( ) ,r xq i e′ ′+ =                                                    (14.83)

де L Cx x x= −  – сумарний реактанс.
Згідно з (14.75), (14.78) рівняння (14.83) у розгорнутому вигляді буде

cos
.

sin
c m

s m

r x i E
x r i E

′− ψ
⋅ =

′ ψ                                    (14.84)

Розв'язуючи (14.84) стосовно струмів, одержимо

2 2

cos1 .
sin

c m

s m

i r x E
i x r Er x
′ ψ

= ⋅
′ − ψ+                           (14.85)

Скориставшись другими виразами (14.73) і (14.74), знаходимо реальні
струми

2 2

cos sin cos1 .
sin cos sin

c m

s m

i t t r x E
i t t x r Er x

ω − ω ψ
= ⋅ ⋅

ω ω − ψ+              (14.86)

У результаті математичних спрощень вираз (14.86) набирає остаточного
вигляду

2 2

cos( arctg( / ))
.

sin( arctg( / ))
c m

s

i t x rE
i t x rr x

ω + ψ −
=

ω + ψ −+
                 (14.87)
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Зрозуміло, що в (14.87) нас цікавить тільки синусний компонент струму si .

Косинусний ci  опускаємо. Достовірність результату (14.87) очевидна.

14.9. Контрольні запитання
1. У чому полягає основна відмінність лінійних і нелінійних електричних кіл?
2. Які критерії вибору явних і неявних методів числового інтеґрування?
3. У чому складність застосування неявних методів числового інтеґрування

порівняно з явними?
4. Які є  явні методи числового інтеґрування й чим вони різняться?
5. Які є неявні методи числового інтеґрування й чим вони різняться?
6. Чим пояснити складність матоду Ньютона розв’язання нелінійних

алґебраїчних рівнянь порівняно з методами простої ітерації і Зейделя?
7. Які особливості розв’язання алґебро-диференціальних рівнянь за явними

й неявними методами числового нтеґрування?
8. У чому перевага методів прискореного пошуку вимушених періодичних

станів порівняно з методами позачасової області?
9. В чому особливість розрахунку усталених станів у колах постійного й

періодичного струмів?
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15. ЕЛЕКТРОМАҐНЕТНІ КОЛА

15.1. Рівняння маґнетного кола
Характерною ознакою маґнетного кола є те, що до основних невідомих тут

належать маґнетні напруги (2.20) і маґнетні потоки (2.22). І перші, і другі величи-
ни є інтеґральними характеристиками маґнетного поля. Звідси пішла назва маґ-
нетних кіл. Рівняння маґнетного кола як і електричного складаються з рівнянь
елементів і структурних рівнянь. Основними елементами маґнетного кола є маґ-
нетопровід і маґнеторушійна сила (МРС). Розглянемо зокрема рівняння еле-
ментів і структурні рівняння.

Маґнетопровід. Маґнетопроводи виготовляють з феромаґнетних мате-
ріалів. В області реальних маґнетних індукцій маґнетопроводи працюють в зоні
насичення феромаґнетика, тому вони виявляють значні нелінійні властивості. Як
маґнетопровід розглянемо феромаґнетне тіло довжиною l і площею перерізу S

(рис. 15.1). Вважатимемо, що маґнетне поле зо-
середжене всередині елемента. Тому маґнетопро-
від розглядатимемо як елемент із зосередженими
(скупченими) параметрами. Тоді можна вважати,
що всі вектори маґнетного поля B і H колінеарні
й збігаються за напрямом з ґеометричними орта-
ми dS i dl, які в свою чергу колінеарні. Це дає змо-
гу скалярні добутки векторів у рівняннях маґнет-
ного поля замінити на звичайні добутки їх модулів.
Щоб уникнути трудомістких інтеґрувань за про-
сторовими координатами, як і у випадку елект-

ричних кіл, припустимо, що векторні величини маґнетного поля не залежать від
цих координат. Отже, інтеґральні вирази (2.20), (2.22) і набувають вигляду

;V Hl BS= Φ = .                                           (15.1).

Характеристики маґнетопроводу отримуємо, виходячи з основної
залежності (1.16)

( ) ( ); .B B H H H B= =                                      (15.2)

Виразам  (15.2) надаємо вигляду

B H′= µ ;                                                   (15.3)

H B′= ν ,                                                   (15.4)

де ′µ  – статична маґнетна проникність; ′ν  – статична релактивність або обер-
нена статична маґнетна проникність,

Рис.15.1. Схема
маµнетопроводу
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( ) ( )/ ;B H H H′ ′µ = = µ                                         (15.5)

( ) / ( )H B B B′ ′ν = = ν .                                           (15.6)

Реакцією маґнетопроводу на протікання в ньому м  аґнетного потоку Ф є
маґнетна напруга V.  Функціональна залежність між V і Ф визначає рівняння маґ-
нетопроводу як елемента маґнетного кола.

Підставивши в (15.1) H з (15.4) і  В  з (15.1), отримаємо:

,V ′= ρ Φ                                                         (15.7)

де ′ρ – статичний маґнетний опір

/ .l S′ ′ρ = ν                                                      (15.8)

Вираз (15.7), згідно з (15.5), можна записати ще й так:

,V′Φ = λ                                                       (15.9)

де ′λ  – статична маґнетна провідність

/S l′ ′λ = µ .                                                (15.10)

Неважко переконатися, що ′ρ  і ′λ  є взаємооберненими величинами.
З практичного погляду характеристики феромаґнетика (15.2) згідно з (15.1)

доцільно перевести у характеристики маґнетопроводу:

( )VΦ = Φ ;                                                (15.11)

( )V V= Φ .                                               (15.12)

У такому разі ′ρ  і ′λ  знаходимо дещо простіше:

( ) ( )/ ;V′ ′ρ = Φ Φ = ρ Φ                                   (15.13)

( ) ( )/ .V V V′ ′λ = Φ = λ                                    (15.14)

У пара- і діамаґнетному середовищах ′µ  = const, i  ′ν   =  = const, отже, ′ρ

= const, і ′λ  = const.

Прийнявши ′ρ = ρ = const, ′λ = λ = const, отримаємо рівняння лінійного
маґнетопроводу:

;V = ρΦ                 (15.15)              VΦ = λ .               (15.16)
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Рис. 15.3. Маґнетна вітка та її
заступна схема

Розмірності [λ] = Гн, [ρ] = Гн–1.
Джерело маґнетної напруги. Джерелом маґнетної напруги в маґнетному

колі є МРС, що чисельно дорівнює ампервиткам котушки (2.21). Схемне
зображення МРС показано на рис. 15.2. МРС вважаємо заданою функцією ча-
су F = F(t), що визначається законом зміни струму в часі
i = i(t). Це дуже важлива умова, бо саме завдяки їй маґ-
нетні кола виділяються з електромаґнетних кіл у окремий
вид кіл з власними джерелами енерґії.

Структурні рівняння. Структурні рівняння форму-
ються на основі розрахункової (заступної) схеми
маґнетопроводу за законами Кірхгофа для маґнетних кіл (3.22), (3.68)

Φk
k
∑ = 0 ;                                                     (15.17)

, 0,k k
k

F V =∑                                                     (15.18)

де Vk - маґнетна напруга k-го елемента вітки.
Рівняння елементів записуємо на підставі (15.15) або (15.16)

( )′= ρ Φ ⋅Φk k k kV ;                                                (15.19)

( )′Φ = λ ⋅k k k kV V .                                                (15.20)

Структурні рівняння (15.17), (15.18) і рівняння елементів (15.19) чи (15.20)
утворюють повну систему рівнянь маґнетного кола. На основi вихідних рiвнянь
маґнетного кола практично аналiз не здiйснюється. Вони є лише підставою, на

якій будуються основнi методи aнaлiзy по-
дібно до кіл постійного струму: методи
маґнетних потоків, контурних маґнетних
потоків, вузлових маґнетних напруг, транс-
фіґурації тощо. Аналіз лінійних маґнетних
кіл здійснюється за правилами аналізу
електричних резистивних кіл. Тому всі ме-
тоди, вивчені нами в розділах, що стосую-
ться електричних кіл, лінійних і нелінійних,
можуть бути успішно перенесені на маґ-
нетні кола відповідно лінійні й нелінійні,
якщо дотримуватися таких очевидних ана-
лоґій  i u V R e F→Φ → →ρ →, , , .

Складання рівнянь маґнетного кола
доцільно здійснювати на підставі заступних (розрахункових) схем маґне-

Рис. 15.2. Схемне
зображення МРС
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топроводу. На рис. 11.3 показано маґнетну вітку та її заступну схему. Вітка міс-
тить дві обмотки намаґнечування (mk = 2), дві маґнетні й одну немаґнетну зони
(nk = 3). Рівняння (15.8) такої вітки буде

1 2 1 2 3 .k k k k k kV F F V V V= + − − −

Маґнетну напругу маґнетних зон виразимо через потік вітки

( )ik ik k kV ′= ρ Φ Φ ,                                                                           (15.21)

де ρ′ik(Фk) – статичний маґнетний опір,
( ) / .ik ik k kV′ρ = Φ Φ                                                (15.22)

Вираз маґнетної напруги немаґнетної зони згідно з (15.15) спрощується

ik ik kV = ρ Φ .                                                       (15.23)

Криву (15.22)  отримаємо, змінюючи масштаб кривої намаґнечування
матеріалу H = H(B). Це можливо зробити за виразом, одержаним за законом
повного струму та зв’язком маґнетної iндукцiї з потоком:

( )ik ik ik
ik ik ik

ik ik ik

l H l
B

S B S
′ ′ρ = = ν ,     

                                  (15.24)

де ( )ik ikB′ν – статична маґнетна проникність; lik, Sik – довжина і площа попереч-
ного перерізу ik -ї зони маґнетопроводу.

Підставляючи (15.21) у (15.18), рівняння вітки набуває вигляду

1 1

( )
k km n

k ik ik k k
k k

V F
= =

 ′= − ρ Φ Φ 
 

∑ ∑ ,                                   (15.25)

де Vik(Фk) – маґнетна напруга  i-ї  дільниці  k-ї  маґнетної вітки; Fik = wikiik –
маґнеторушійна сила (МРС) ik-ї обмотки; mk – кількість МРС k-ї вітки; nk –
кількість маґнетних дільниць k-ї вітки. У (15.25) за додатний напрямок маґнетної
напруги Vk і МРС узятий такий, що збігається з додатним напрямком маґнетного
потоку.

Оперуючи рівняннями віток структурне рівняння (15.18) записуємо у
вигляді (3.69).

15.2. Рівняння електромаґнетного кола
Стартові рівняння. У теорії кіл розрізняють електричні, маґнетні й

електромаґнетні кола. Електромаґнетне коло вбирає в себе два перших, які
вважаються його субколами. Аналіз електричних кіл, пов’язаний з визначенням
інтеґральних величин електричного поля – струмів, електричних напруг. Аналіз
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маґнетних кіл пов'язаний з визначенням інтеґральних величин маґнетного поля
– маґнетних потоків і маґнетних напруг. В електромаґнетних колах до невідомих
належать одночасно перші та другі величини. Електротехнічні пристрої усі без
винятку – це те чи інше електромаґнетне коло.

Електричне субколо електротехнічних пристроїв у більшості випадків скла-
дається з розрізнених електричних контурів, утворених обмотками намаґне-
чування і їхніми джерелами електричної напруги. Диференціальні рівняння
окремих електричних контурів такого субкола отримуємо на основі закону рів-
новаги напруг й електрорушійних сил (3.57) у вигляді рівнянь реальних котушок
індуктивности (4.33):

/ , 1,2,..., ; 1,2,..., ,ik ik ik ik kd dt u r i i m k nΨ = − = =
(15.26)

де Ψik, uik, i ik – повне потокозчеплення, електрична напруга, cтрум ik-ї обмотки;
rik – її  опір. Індекси і й k указують на причетність до і-ї обмотки з множини mk
k-ї маґнетної вітки з множини n.

Повне потокозчеплення Ψik умовно подамо сумою

,ik sik ik ik kL i wΨ = + Φ                                  (15.27)

де Фk – маґнетний потік k-ї вітки; wik – кількість витків обмотки; Lsik – індук-
тивність дисипації (розсіяння).

Перший доданок у правій частині (15.27) відображає потокозчеплення
дисипації, а другий – основне потокозчеплення обмотки. Оскільки маґнетні си-
лові лінії потоків дисипації частково або повністю протікають через повітря, то
з достатньою точністю можна прийняти, що Lsik = const. Д етально про основне
потокозчеплення й потокозчеплення дисипації буде сказано в наступному
підрозділі.

Розв’язавши (15.27) стосовно струму, маємо

( ),ik ik ik ik ki w= α Ψ − Φ                                    (15.28)

де αik =1/Lsik  – обернена індуктивність дисипації.
Вираз струму (15.28) дає змогу обчислити невідомі МРС обмоток намаґ-

негування (2.21)
( ).ik ik ik ik ik kF w w= α Ψ − Φ                                       (15.29)

Невідомі маґнетні потоки знаходимо з рівнянь маґнетного субкола, які скла-
даються зі структурних рівнянь і рівнянь маґнетних віток.

Складемо рiвняння стану достатньо простого електромаґнетного кола, роз-
рахункова схема  якого зображена на рис. 15.4. Схема містить дві МРС і три маґ-
нетні опори, з них ρ23 – лінійний.

До числа невiдомих тут належать струми обмоток намаґнечування (i11, i12),
повнi потокозчеплення цих обмоток (Ψ11, Ψ12), маґнеторушійні сили F11, F12, маґ-



210

нетнi потоки вiток  (Ф1, Ф2, Ф3), маґнетнi напруги на окремих елементах вiток V11,
V12V13, V23.  Відповідна кількість рівнянь стану згідно з (15.17) - (15.19), (15.26) буде

11 11 11 11 12 12 12 12

11 11 11 11 11 12 12 12 12 2

1 2 3 1 3 2 3

11 11 13 23 13 23 12 12 23 23 3

11 11 1 1 12 12 2 2 13 13 13 3

11

/ ; / ;
( ); ( );

0; 0; 0;
0; 0; ;

( ) ; ( ) ; ( ) ;

d dt u r i d dt u r i
i w i w

V V V V
F V V V V V V F V
V V V
F

Ψ = − Ψ = −

= α Ψ − Φ = α Ψ − Φ
Φ + Φ − Φ = − = − =

− − − = + + − = = ρ Φ
′ ′ ′= ρ Φ Φ = ρ Φ Φ = ρ Φ Φ

= 11 11 11 11 1 12 12 12 12 12 2( ); ( ).w w F w wα Ψ − Φ = α Ψ − Φ

(15.30)

Маґнeтний опiр ρ23 = const, оскiльки вiн відтворює повiтряний промiжок у
третiй маґнетнiй вiтцi.

Система (15.30) містить 15 невідомих напруг, струмів, повних по-
токозчеплень, магнетних напруг і потоків,
і таку ж кількість рівнянь. Їх завжди можна
розв’язати. Цим займається спеціальна
дисципліна, яка називається математич-
ним моделюванням, але вона заскладна,
щоб про неї говорити в даному курсі. За-
уважимо лише, що на підставі (15.30)
можна побудувати чотири види колових
математичних моделей [3,5]. Три з них
передбачають диференціювання алґебра-
їчних рівнянь, у результаті чого прихо-

димо згідно з (14.39) до таких похідних

( )
( ) ,ik k

ik k
k

dV
d

Φ′′ρ Φ =
Φ

      (15.31)

які називаються  диференцiальними маґнетними  опорами.
Найпростіше понизити порядок системи (15.30) підстановкою рівнянь

маґнетних напруг у структурні рівняння маґнетних напруг. Тоді матимемо
систему не 10, а 7 рівнянь такого вигляду

11 11 11 11 12 12 12 12

11 11 11 11 11 12 12 12 12 2

/ ; / ;
( ); ( );

d dt u r i d dt u r i
i w i w

Ψ = − Ψ = −
= α Ψ − Φ = α Ψ − Φ

1 2 3 0;Φ + Φ − Φ =                                                (15.32)

2
11 11 11 1 1 13 3 23 3 11 11 11
2
12 12 12 2 2 13 3 23 3 12 12 12

( ( )) ( ( )) ) ;

( ( )) ( ( )) ) ;

w w

w w

′ ′α + ρ Φ Φ + ρ Φ + ρ Φ = α Ψ

′ ′α + ρ Φ Φ + ρ Φ + ρ Φ = α Ψ

Рис. 15.4. Схема
електромаґнетного  кола.
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Рис.2.1. Схема елект-
ромаґнетного кола  n-
обмоткового трансфо-

рматора

Диференціюючи рівняння струмів і підставляючи рівняння  електричних
контурів у отриманий результат, виключаємо повні потокозчеплення,
понижуючи систему ще на 2 рівняння.

Як бачимо, тут є широкі можливості для спрощення вихідних рівнянь
електромаґннетного кола, які насправді використовуються широко на практиці.
Наука, яка займається побудовою подібних математичних моделей, називається
математичним моделюванням. Вона вважається однією з найпрестижних
ділянок наукової діяльности.

15.3. Принцип побудови математичних моделей
               електротехнічних пристроїв

Математичний образ, який дає змогу вiдтворити з заданою точнiстю
розрахунковим шляхом поведiнку фiзичного об’єкта в реальних умовах,
становить його математичну модель. Математична модель будується на рiв-
няннях об’єкта, отриманих при тих чи iнших допущениях. Отже, може скластися
невiрне уявлення, що всi математичнi моделi, отриманi при одних i тих самих

допущеннях, рiвноцiннi, якщо вони виконанi суворо
за математичними правилами. Однак треба не забу-
вати, що математична модель призначається для реа-
лiзацiї на комп’ютерi, а значить завершується дискрет-
ним аналоґом. I саме цей аналоґ визначає об’єм об-
числень i точнiсть розрахунку, отже, й конкурентну
здатнiсть моделi. Тому принципи  побудови матема-
тичних моделей займають чи не найголовніше мiсце
в математичному моделюваннi. Основних таких
принципiв є чотири. Усiх  ми їх розглянемо у цьому
pозділі на прикладi рiвнянь однофазного n-об-
моткового трансформатора.

15.3.1. N-модель. N-модель реалiзується неяв-
ними методами чисельного iнтеґрування. В її основу

покладені алґебро-диференцiальні рiвняння стану електромаґнетного кола (15.26)
- (15.29).

На рис.2.1 зображена одна з можливих схем електромаґнетного  кола одно-
фазного n-обмоткового трансформатора з нерозгалуженим (одноконтурним)
маґнетопроводом. Диференціальні рiвняння його обмоток запишемо у виглядi
(15.26)

/ , 1, 2,..., ,i i i id dt u r i i nΨ = − =                              (15.33)

де Ψi , ui , ii – повне потокозчеплення, електрична напруга i струм i-ї обмотки з
множини n; ri – резистивний опiр обмотки.

Струми обмоток знаходимо згiдно з (15.28)
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( ),i i i ii w= α Ψ − Φ                                           (15.34)

де Ф – маґнетний потiк; αi  = 1/Lsi – обернена  iндуктивнiсть дисипації і-ї обмотки
(Lsi – iндуктивність);  wi – кількість витків і-ї обмотки.

Рівняння (15.17) - (15.18) тут вироджуються в одне рівняння маґнетопроводу

,
1

( )
n

i i
i

V w i
=

Φ = ∑                                                (15.35)

де V(Ф) – характеристика намаґнечування маґнетопроводу.
Маґнетну напругу виразимо згiдно з (15.7)

( ) ( ) ,V ′Φ = ρ Φ Φ                                              (15.36)

де ( )′ρ Φ – статичний маґнетний опiр,

( ) ( ) / ,V′ρ Φ = Φ Φ                                             (15.37)

що визначається з характеристики намаґнечування пристрою V = V(Ф).
Пiдставляючи (15.35), (15.37) у (15.36) отримуємо

( )n T′ρ Φ = ,                                                  (15.38)
де

2

1 1

( ) ; .
n n

n i i i i i
i i

w T w
= =

′ ′ρ = ρ Φ + α = α Ψ∑ ∑                          (15.39)

Вирази  (15.33), (15.38), (15.39) збігаються з (15.32).
Тепер (15.33), (15.34), (15.38) утворюють повну систему 2n + 1 алґебро-ди-

ференціальних рiвнянь однофазного n-обмоткового трансформатора. Ця
система мiстить таку ж кiлькiсть невiдомих: n повних потокозчеплень Ψi, n стру-
мiв ii й маґнетний потiк Ф. Розв’язання її передбачається неявними методами
чисельного iнтеґрування згiдно з даними  в підрозділі 14.1.3, 14.1.4.

У випадку застосування явних методiв чисельного iнтеґрування систему
(15.33), (15.34), (15.38) доцiльно перетворити до iншого вигляду. Перспективи
такого перетворення покажемо в наступних пiдрозділах.

15.3.2. ΨΨΨΨ-модель. Назва цiєї моделi зумовлена змiнними диференціальних
рiвнянь – основними i повними потокозчепленнями (потоками).

Диференцiюючи (15.34) за часом знаходимо,

/ / ,nd dt S ′′Φ = ρ                                            (15.40)
де згiдно з (15.38)

; .n
n n

ddTS
dt d

′ρ′′ ′= ρ = Φ + ρ
Φ

                               (15.41)
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Похiдну у правій частині (15.45) замiнимо згiднo з (15.40), тодi отримуємо
остаточно

( / ), 1,2,..., 1.i i i i i i ndi dt u r i w S i n′′= α − − ρ = −               (15.46)

Останнє рiвняння в (15.46) опущене. Знаходження струму  передбачається
згiдно з (15.44). Вiдзначимо, що в даному конкретному випадку можна було б
замiсть n-го диференцiального рiвняння  струму  опустити диференцiальне рiв-
няння потоку (15.44), але такий шлях не завжди можливий, а тому не є унiвер-
сальним.

Оскiльки похiдні за часом повних потокозчеплень виключенi з розрахунку
то (15.42) запишемо у виглядi:

1

( ).
n

i i i i i
i

S w u r i
=

= α −∑                                    (15.47)

Пiдставляючи (15.47) у (15.46), отримуємо остаточн

1,

(1 )( ) ( ), 1,..., 1,
n

i
i i i i i i i k ik k k k

k k i

di
u ri u r i i n

dt = ≠

= α −α Α − − α α Α − = −∑      (15.48)

де  Ai,  Aik – коефiцiєнти

2 / ; / .i i n ik i k nw w w′′ ′′Α = ρ Α = ρ                                (15.49)

Таку ж замiну зробимо в  (15.8). Згiдно з (15.17), маємо

1

( ); / .
n

i i i i i i i n
i

d G u ri G w
dt =

Φ ′′= − = α ρ∑ (15.50)

Назва A-моделi зумовлена саме коефiцiєнтами (15.49).
Диференцiальні рiвняння (15.48), (15.50) й алґебраїчне нелiнiйне рівняння

(15.44) утворюють шукану A-модель n-обмоткового однофазного трансформа-
тора.

Позитивнi сторони A-моделi такі:
– диференцiальнi рiвняння електротехнічного пристрою записанi стосовно

струмiв й основного  потоку, як змiнних, що мають практичний iнтерес, i в нор-
мальнiй  формi Кошi;

– це єдина математична модель позбавлена необхiдности вiднiмання двох
близьких величин, що сприяє пiдвищенню точности розрахункiв.

Неґативнi сторони, притаманнi попереднiй моделi, тут вiдсутнi.  Для нагляд-
ности диференцiальнi рiвняння (15.48), (15.50) зручно  подати в розгорнутому
матричному виглядi
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2
1 1 1 1 1 2 12 1 1 1 1 1

2
2 1 2 21 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2

...

...
... ... ... ... ... ...

...

n n

n n

n n n n

i A A A u r i
i A A A u r id

dt
G G G u r i

α − α −α α α α −
−α α α − α α α −

=

Φ −
.            . 

(15.51)

Ψ- й А-моделi, як ми переконалися, будують на основi теорiї електромаґ-
нетних кiл. Оскiльки ця теорiя розроблена порiвняно недавно (пiвтора - два де-
сятирiччя тому), то новими є й цi моделi. Нижче ми розглянемо традицiйну L-
модель, що будується на основi теорiї не електромаґнетних, а електричних кiл.
Недолiки її порiвняно з розглянутими моделями очевиднi.

15.3.4. L-модель. L-модель оперує поняттями iндуктивностей електричних
контурiв, притаманними теорiї електричних кiл. Вiд цього походить i назва
моделi.

Рiвняння (15.2) записуємо у виглядi (15.27):

, 1, 2,..., ,i si i iL i w i nΨ = + Φ =  (15.52)

де siL = 1/αi iндуктивнicть дисипації i-ої обмотки.
Диференцiюючи за часом (15.52) i пiдставляючи отриманий результат у

(15.33), одержуємо

, 1,2,...., .i
i i i i i

di dL w u r i i n
dt dtσ

Φ
+ = − =                        (15.53)

За правилами аналiзу електричних кiл похiдна dФ/dt повинна бути ви-
ключена з (15.53), оскiльки Ф є iнтеґральною величиною, що характеризує
маґнетне чи електромаґнетне кола. Саме реалiзацiя цiєї iдеї приводить до L-
моделi.

Диференцiюючи за часом (15.35), маємо

1
( ) ,

n
i

i
i

did w
dt dt=

Φ′′ρ Φ = ∑ (15.54)

де ′′ρ ( )Φ  – диференцiальний маґнетний опiр (15.43).
Розв’язуючи (15.54) стосовно похiдної i пiдставляючи отриманий результат

у (15.53), отримуємо

1,

( ) , 1, 2,..., ,
n

i k
i i ik i i i

i i k

di di
L L L u ri i n

dt dtσ
= ≠

+ + = − =∑      (15.55)

де Li, Lik – диференцiальнi iндуктивностi
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2 / ( ); / ( ).i i ik i kL w L w w′′ ′′= ρ Φ = ρ Φ  (15.56)

Оскiльки коефiцiєнти Li  й  Lik є функцiями потоку Ф, то поряд з iнтеґру-
ванням (15.55) треба iнтеґрувати рiвняння потоку (15.54). У данiй задачi можна
опустити (15.54), але при цьому треба Li  й  Lik знаходити як Li (V) й Lik(V), визна-
чаючи V за формулою (15.35). Але при розглядi А-моделi було зазначено, що та-
кий шлях не є унiверсальним, то ми ним не пiдемо.

Диференцiальнi рiвняння (15.54), (15.55) утворюють  L-модель  n-об-
моткового однофазного трансформатора.

Позитивнi сторони L-моделi такi:
– диференцiальнi рiвняння записанi стосовно струмiв й основного маґ-

нетного потоку, як змiнних, що мають практичний iнтерес.
Неґативнi сторони L-моделi такi:
– на вiдмiну вiд попереднiх двох моделей диференцiальнi рiвняння L-моделi

записанi в неявному виглядi стосовно похiдних за часом; у процесi чисельного
iнтеґрування приведення їх до нормальної форми  Кошi вимагає використання
надзвичайно трудомiсткої процедури зведення їх до цiєї форми чисельними
методами. Тут найчастiше  застосовують aлґоритм розв’язання системи лiнiйних
алґебраїчних рiвнянь Ґаусса, або aлґоритм обертання матрицi коефiцiєнтiв. Звер-
тання до такої процедури на кожному кроцi iнтеґрування зумовлює багатократне
зростання об’єму обчислень порiвняно з рештою потрiбних обчислень i зани-
ження точности, що практично позбавляє можливости розрахунку тривалих
перехiдних процесiв;

– aлґоритм приведення диференцiальних рiвнянь до нормальної форми
Кошi  обов’язково мiстить процедуру вiднiмання двох близьких величин, що
додатково понижує точнiсть розрахунку. Щоби переконатися у цьому, знайдемо
детермiнант матрицi коефiцiєнтiв рiвняння (15.55). Запишемо його, як у випадку
попередньої моделi, в розгорнутому матричному виглядi

1 1 12 1 1 1 1 1

21 2 2 2 2 2 2 2

1 2

...

...
... ... ... ... ... ...

...

n

n

n n n n n n n n

L L L L i u r i
L L L L i u r id

dt
L L L L i u r i

σ

σ

σ

+ −
+ −

=

+ −
.               (15.57)

Обмежимося нйпростiшим випадком n = 2, тоді

1 1 2 2 12 21det ( )( ) .L L L L L Lσ σ= + + −   (15.58)

Оскiльки в практичних випадках Ls1<<L1, Ls2<<L2 то обидва доданки у правiй
частинi (15.58) є близькими величинами.

Ми розглянули чотири типи математичних  моделей однофазного n-
обмоткового трансформатора. Узагальнимо отриманi теоретичнi результати.
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Рiвняння N-моделi у загальному випадку можна  записати у виглядi

/ ; ( ); ( ),d dt U RI I WΨ = − Φ = Φ Ψ = Λ Ψ − Φ  (15.59)

де Ψ , U, I – колонки повних потокозчеплень, електричних  напруг, струмiв; Ф –
колонка основних маґнетних потокiв; R – матриця  резистивних опорiв обмоток;
Λ – матриця обернених iндуктивностей  розсiяння обмоток; W – матриця
кiлькости виткiв обмоток.

Рiвнянчя Ψ -моделi вiдрiзняються вiд (15.59) тим, що рiвняння зв’язку
основних потокiв i повних потокозчеплень замiнюються рiвнянням зв’язку їx
прироcтiв

/ ; / / ; ( ),d dt U RI d dt Gd dt I WΨ = − Φ = Ψ = Λ Ψ − Φ            (15.60)

де G – матриця зв’язку приростiв основних потокiв i повних потокозчеплення.
Рiвняння А-моделi

/ ( ); / ( ),dI dt U RI d dt G U RI= Α − Φ = −                      (15.61)

де А – матриця обернених iдуктивностей.
Рiвняння L-моделi запишемо аналогiчно

/ ( ); / ( ),LdI dt U RI d dt G U RI= − Φ = −                    (15.62)

де L – матриця диференціальних iндуктивностей.
Аналiз позитивних i неґативних сторiн останнiх трьох математичних моделей

призначених для явних методiв чисельного iнтеґрування (15.60),  (15.61) i (15.62)
дає підставу констатувати:

1. Усi три математичнi моделi одержанi при одних i тих самих допущеннях,
тому з точки зору математичного аналiзу вони є рiвноцiнними, однак з точки
зору адекватности до чисельних методiв докорiнно рiзняться.

2. Найдосконалiшою є А-модель, оскiльки її диференцiальнi рiвняння
записанi стосовно змiнних, що мають практичний iнтерес, i в нормальнiй формi
Kошi, що безпосередньо виводить їх на дискретні аналоґи (14.10), (14.12). Пред-
ставлення рівнянь (15.40) у нормальній формі Коші для одноконтурного осердя
очевидне, але така можливість є майже для всіх електромаґнетних пристроїв
широкого вжитку [4].

3. Оскiльки А-модель – удосконалений варiант Ψ-моделi, то  останню не
розглядатимемо. Однак слiд пам’ятати, що ця модель  найпростiше виводить на
напiвпольовi та польовi математичнi моделi

4. Найнепридатнiшою до чисельних методiв є традицiйна L-модель.
Дискретний аналоґ диференцiальних piвнянь цiєї моделi шукаємо через
обертання матрицi iндуктивностей L

1/ ( ).dI dt L U RI−= − (15.63)
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Зiставляючи перший вираз (15.61) з (15.63), бачимо, що A = L-1.
Однак вiдмовлятися вiд L-моделей  недоцiльно. Цi моделi знаходять засто-

сування в задачах  аналiзу нескладних систем методом контурних струмiв. Хоч
цей метод використовують дуже рiдко, бо такi системи містять нaдто багато неза-
лежних контурiв при вкрай обмеженiй кiлькостi незалежних вузлiв, що зумовлює
перевагу методу вузлових напруг.

5. А-модель найадекватнiша до явних чисельних мотодiв iнтеґрування, тому
надалі користуватимемося лише ними.

6. Найпридатнiшою до неявних методiв чисельного iнтеґрування є N-мо-
дель. Цим типом моделей слід користуватися поряд з A-моделями, коли йдеться
про неявнi методи чисельного iнтеґрування, тобто у випадку штивних диферен-
цiальних рiвнянь.

Вiдзначимо, що можливо  будувати змiшані моделi, у яких частина контурiв
подається за Ψ-, A- й L-моделями. Побудову таких моделей пропонується
здiйснити самостiйно.

Розв’язання задачі Коші для диференціальних рівнянь математичних мо-
делей електромаґнетних кіл – становить задачу аналізу їхніх перехідних процесів.

15.4. Розрахунок усталених процесів
Аналіз усталених процесів електромаґнетних кіл подібно до аналізу

нелінійних електричних кіл здійснюється методами прискореного пошуку виму-
шених періодичних станів. Тобто, проблема зводиться до розв’язання двоточкової
крайової задачі для диференціальних рівнянь стану скомутованого кола (14.61),
(14.62). Але щоб її розв'язати, потрібно було сперш розв'язати проблему побу-
дови моделі чутливости до початкових умов, яка вимагає обчислення матриці
Якобі вихідної системи нелінійних диференціальних рівнянь (14.66). Ця пере-
шкода суттєво стримувала застосування методу, а вірніше тримала його за полем
зору дослідників, доки не був розроблений нами метод побудови допоміжної
моделі чутливости до початкових умов. Основна вимога до допомiжної моделi
чутливости зводиться до одного – бути простiшою за основну модель.

15.4.1. Модель чутливости до початкових умов. Матриця допомiжних
чутливостей S будується по вiдношенню до деякої iншої колонки змiнних  y
подібно до (14.66):

( (0), ).
(0)

y x tS
x

∂
=                                                   (15.64)

Рiвняння стану електромеханiчного кола стосовно колонки  у запишемо
подібно до (14.62) також у загальному виглядi

2 ( , ) ,d y f x t
d t

=                                           (15.65)
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де ( )2 ,f x t  – Т-періодична, ( )1 2, , , nx x x x= � .
Диференцiюючи (15.65) за х(0) i враховуючи (14.66), (15.64), отримаємо

варiацiйне рiвняння

2 ( , )f x tdS
dt x

∂
= Σ

∂ ,                                       (15.66)

Замiну x на y треба здiйснювати так, щоб рiвняння (15.65) було простiше за
(14.62). Така замiна має сенс лише тодi, коли можна  встановити однозначний
зв’язок мiж обома змінними. У найпростiшому випадку цей зв’язок виражається
так:

,y G x′= (15.67)

де G ′ – деяка матриця статичних параметрiв.
Диференцiюючи (15.67) за х(0), згiдно з (4.10), (14.66) одержуємо:

,S G′′= Σ (15.68)

де G′′ – матриця диференцiальних параметрiв.
Згiдно з (15.68) маємо

Σ Ρ= S, (15.69)

де Р – обернена матриця дифференцiальних параметрiв.

1.G −′′Ρ = (15.70)

Диференцiюючи (15.65) за х, згiдно з (15.68) отримаємо ще одну форму
варiацiйного рiвняння

2 ( , )
.

f x tdS S
dt x

∂
= Ρ

∂
                                         (15.71)

На k-й iтерацiї формули Ньютона (14.64) пiдлягає iнтеґруванню рiвняння
(14.67) або (15.71).

Суть методу зводиться до виразу (15.69). Його адаптація на електромаґнетні
кола здійснюється дуже просто. Для цього треба лише ідентифікувати х, у, G ′ .
Це найпростіше зробити на прикладі математичних моделей (15.60) - (15.62).
Співставляючи їх можемо записати, що

; ; .x I y→ → Ψ Ρ = Α                                   (15.72)

У цьому аспекті рівняння (15.67) очевидне ( ) ,L I I′Ψ =  де ( )L I′ – матриця
статичних індуктивностей пристрою.
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Особливості алґоритму обчислень. Даний апґоритм мало чим відрізняється
від алґоритму підрозділу 14.7.2.

1. Маючи на к-й iтерацiї значення колонки х i матрицi S (на першoму кроцi
нульовi наближення х(0)0, S(0)0, iнтеґруємо рiвняння (14.62), (15.71) на iнтервалi
часу вiд 0 до Т,  унаслiдок чого знаходимо x(x(0),T)S  i  S(T)S, P(T)S.

Значения x(0)0 задається довiльним, але, коли в колi можливе iснування
декiлькох усталених режимiв, воно визначає зону притягання одного з них. Тоді
необхiдно вар’ювати  величиною x(0)0. Якщо ж брати до уваги (15.69), то Σ(0)S =
= 1, а тому S(0)k  повинно строго задовольняти умовi

( ) 1
(0) (0) , 0, 1,...S SS s

−
= Ρ =                              (15.73)

2. Згiдно з (15.69) обчислюємо иатрицю монодромії F(X(0)k)

( ) ( ) ( ) ).s k kT T S TΣ = Ρ  (15.74)

3. Використовуємо iтерацiйну формулу (1.64) i знаходимо уточнене
значения колонки х(0)S+1.

4. Ітерацiйний процес продовжуємо до виконання умови заданої точностi

mod( (0) ( ) ) ,k kx x T− ≤ ε                                     (15.75)

де ε  – колонка заданих точностей окремих змiнних.
Для аналізу електромаґнетних кіл може бути з успіхом застосований наїв-

ний алґоритм (див. 14.7.3). Але нижче ми подамо ще оди з методів, який має уні-
версальне застосування.

15.4.2. Екстраполяцiйний метод. Екстраполяцiйний метод використовує
цiльову функцiю у виглядi х(Т). Її отримуємо простим iнтеґруванням (14.62) на
iнтервалi часу вiд 0 до Т.

Внаслiдок iнтеґрування (14.62) на р+q перiодах виникає послiдовнiсть
значень колонки  х

(1) (2) ( ), ,..., p qx x x +  для ( 1) ( )( ).r rx F x+ =  (15.76)

Для сукупности значень (15.76), починаючи з q , запишемо екстраполяцiйну
формулу

( 1) ( ) ( 1) ( )(0) EXTR( , ,..., ).n q q p qx x x x+ + += (15.77)

Як функцiю EXTR використаємо ε-алґоритм

( ) ( ) ( )
1 0

( ) ( 1) ( 1) ( ) 1
1 1

0, 1, 2,..., ; , 0, 1,..., 2 ;

( ) , 0, 1,..., 2 1; 0, 1, ..., 2 1 .

r r r

r r r r
s s s s

r m X r m
s m r m s

−

+ + −
+ −

ε = = ε = =

ε = ε + ε − ε = − = − − (15.78)

Результат екстраполяцiї, що вiдповiдає EXTR у (15.77), X(0)(n+1) = 0
2mε  при p
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= 2m.
Обертання колонки для матричного ε-алґоритма здiйснюється за формулою

Самельсона
21
2

/ ,v v v− =                                               (15.79)

де 2

2
v – квадрат сферичної норми.
Для систем розмiрности N значення m приблизно дорiвнює N, причому m

можна зменшити при збiльшеннi q. Це пояснюється тим, що у багатьох випадках
iнтеґрування (14.62) на iнтервалi (q-1)T  швидкоплиннi компоненти встигають
затухнути, а залишаються тi, що затухають повiльно. У практичних розрахунках
приймають q = 1÷5.

Величини p = 2m i q – критичнi параметри екстраполяцiї. Їх вибором
досягаються умови квадратичної збiжности розв’язку. Нажаль,  методу їх вибору
немає i можливий лише iнтуїтивний пiдхiд.

Оскiльки екстраполяцiя при великому значеннi N вимагає iнтеґрування
рiвнянь стану на значному iнтервалi часу, то цей метод у такому випадку мало-
ефективний. Основна його перевага порiвняно з методом, що ґрунтується на
моделi чутливости до початкових умов, це вiдсутнiсть  потреби диференцiювати
додатковi варiацiйнi рiвняння.

15.5. Розрахунок параметричної чутливости
У процесі оптимального проектування елентромаґнетних кіл важливо

знати, як впливають на ті чи інші характеристики кола постійні параметри. Про
міру такого впливу судять за функцією чутливости, яку називають парамет-
ричною на відміну від чутливости до початкових умов. Позначимо колонку по-
стійних параметрів через λ, тоді параметричну чутливість визначаємо як похідну:

.xξ = ∂ ∂λ                                                     (15.80)

Елементом колонки λ може бути будь-який постійний параметр кола. Кожен
рядок матриці ξ є ґрадієнтом певної змінної у просторі  постійних параметрів,
а її стовпець характеризує чутливість усієї  множини змінних до одного і того ж
параметра. Оскільки початкові умови в задачі Коші є заданими, а отже постій-
ними величинами, то х(0) можна розглядати як окремий випадок колонки λ. У
такому аспекті вирази  (14.66) і (15.80) збігаються.

Арґумент х знаходимо із рівняння стану (14.62), яке запишемо тепер у більш
розширеному вигляді

1( , , ),dx dt f x t= λ (15.81)

де f1 – Т-перідична по t.
Диференціюючи (15.81) за λ та враховуючи (15.80), отримуємо  лінійне па-

раметричне рівняння
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1 1( , , ) ( , , )
.

f x t f x td
dt x

∂ λ ∂ λξ
= ξ +

∂ ∂λ
                              (15.82)

В усталеному стані  х(0) = х(T), тому i ξ(t) – періодичний розв’язок (15.82).
Взяття частинних похідних за х і λ правій частині (15.82) це досить складна

задача, а в теорії електромаґнетних кіл особливо. Тoму тут також використаємо
допоміжні чутливості до деякої іншого вектора y:

/yχ = ∂ ∂λ .                                                   (15.83)

Рівняння стану електромаґнетного кола стосовно колонки y (15.65) запи-
шемо у більш розширеному вигляді

2/ ( , , ),dy dt f x t= λ  (15.84)
де f2 – T-перідична по t.

Диференціюючи (15.84) за λ  та враховуючи (15.82), (15.83), одержуємо рів-
няння

2 2( , , ) ( , , )
,

f x t f x td
dt x

∂ λ ∂ λχ
= ξ +

∂ ∂λ                             (15.85)

Функція χ(t) крім допоміиної ролі нерідко має самостійний практичний
інтерес.

Заміну x на y здійснюємою згідно з (15.67).  Диференціюючи (15.67) за λ,
згідно з (15.69) отримуємо

.GG x
′∂′′χ = ξ +

∂λ
                                          (15.86)

Розв’язавши (15.86) стоcовно ξ ,  маємо

1 ( ).GG x− ′∂′′ξ = χ −
∂λ

                                       (15.87)

Звичайно структура матриці  G′ набагато простіша за G′′, тому  взяття
похідної ∂G′/∂λ не складає практичних перешкод.

Підставляючи (15.87) у (15.85), отримуємо шукане неоднорідне  лінійне ди-
ференціальне рівнянні допоміжної чутливости

12 2( , , ) ( , , )
( ) .

f x t f x td GG x
dt x

− ′∂ λ ∂ λχ ∂′′= χ − +
∂ ∂λ ∂λ

                   (15.88)

Однорідне рівняння

12 ( , , )
,

f x td G
dt x

−∂ λχ ′′= χ
∂

                                   (15.89)
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що відповідає (15.88), тотожно збігається з  (15.71) і описує модель чутливости
стану кола до початкових умов.

Періодичний розв’язoк рівняння параметричної чутливости (15.88) знaхо-
димо також методом прискореного пошуку. Внаслідок реалізації виразів (14.64),
(15.71), (15.81), знаходимо періодичний розв’язок рівнянь стану кола, відтак мат-
рицю монодромії S(Т) (15.69).

Матрицю параметричної чутливости розіб’ємо на стовпчики й запишемо
як матрицю-рядок

1, 2, . . . ,( ),nχ = χ χ χ                                                 (15.90)

де n - кількість елементів колонки постійних параметрів, причому

/ , 1, 2, ..., .i iy i nχ = ∂ ∂λ =  (15.91)

Умову перідичного розв’язку рівняння (15.88)  запишемо так

( (0)) (0) ( (0), ) 0, 1, 2, ..., .i i i iF T i nχ = χ − χ χ = = (15.92)

Розв’язуються лінійні рівняння (15.92) також ітераційним методом Ньютона
за формулою (14.64), якщо х замінити χi, за одну ітерацiю.

Згідно з (14.66), (15.83) матриця Якобі рівнянь (15.92) виражається через
відому матрицю Σ(T)

( (0)) 1 ( ).iF Tχ = − Σ (15.93)

Отже, вона є відомою з розрахунку усталеного стану.

15.6. Розрахунок статичної стійкости
Розрахунок статичної стійкости є одним з важливих етапів аналізу

електромаґнетних кіл. Покажемо, що розглянуті вище методи  розрахунку пере-
хідних й усталених процесів, параметричної чутливости  дають змогу попутно
визначити статичну стійкість періодичного  розв’язку.

Рівняння стану електромаґнетного кола використаємо у загальному вигляді
(15.119). Нехай початковим умовам t = t0, х = х0 відповідає розв’язок x = x(t) (t < t
≤ ∞), який будемо називати  незбуреним. Розв’язок при інших початкових умовах
t = t0, 0x x=� �  – збуреним. За Ляпуновним, незбурений розв’язок х(t) стійкий,
якщо при безмежно малій зміні початкових умов збурений розв’язок залиша-
ється в безмежній близкості від незбуреного протягом усього подальшого
часу

0

max( ( ) ( )) 0, mod(( ( ) ( )) 0.
t t

x t x t if x t x t
≤ ≤∞

− → − →� � (15.94)

Якщо умова (15.94) не виконується, то за Ляпуновим, незбурений  розв’язок
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називають нестійким.
Розв’язок x(t) асимптотично стійкий, якщо крім (15.94) при досить малих

mod(( ( ) ( ))x t x t−� буде виконуватись умова

mod(( ( ) ( )) 0.tx t x t →∞− →� (15.95)

Стійкість періодичного розв’язку будемо визначати, виходячи з рівнянь
першої варіації – моделі чутливости до початкових умов (14.67). Оскільки сис-
тема (14.67) лінійна, то для стійкости її нульового розв’язку необхідно й достатньо,
щoб усі її розв’язки були обмежені при t → ∞; для асимптотичної стійкости
необхідно й достатньо, щoб yсі її розв’язки прямували до нуля при t → ∞, що ви-
пливає з визначення обох стійкостей.

При виконанні умови det (Σ(t)) ≠ 0 Σ називають фундаментальною
матрицею системи.

Початнові умови варіаційного рівняння (14.67) мають вигляд

0( ) 1.tΣ = (15.96)

Надалі матрицю Σ  будемо позначати Σ(t, t0). Ця матриця задовольняє умові

0 1 1 0( , ) ( , ) ( , ),t t t t t tΣ = Σ Σ                                         (15.97)

оскільки обидві сторони цього рівняння задовольняють (15.96) і  збігаються при
t = t1.

Прийнявши в (15.97) t = t0, отримаємо також

1
1 0 0 1( , ) ( , ) .t t t t −Σ = Σ (15.98)

Коефіцієнти рівняння (15.81) у загальному випадку періодичні з одним і тим
самим періодом T > 0, тоді

0 0( , ) ( , ).t T t T t tΣ + + = Σ (15.99)

Виявляється, що можна підібрати таку постійну матрицю М, що матриця
Σ(t, 0)e-tM  буде T-періодичною. Позначивши цей добуток через R(T), отримаємо

( ,0) ( ) .tMt R t eΣ =                                           (15.100)

Згідно з (15.98), (15.99) можна записати потрібну умову T-періодичности

( )( ,0) ( ,0) ( ,0) ( ,0) ,tM t T M TM tMt e t T e t T e e− − + − −Σ = Σ + = Σ Σ            (15.101)

звідки

( ,0) ;tMT eΣ = ln( ( ,0) / .M T T= Σ                        (15.102)
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Як свідчить формула (15.100) для того, щоб усі розв’язки (15.81) прямували
до нуля при t → ∞  необхідно й достатньо, щоб усі власні числа матриці M мали
від’ємну дійсну частину, тобто щоб yсі власні числа матриці Σ(T, 0), згідно з
(15.102), були за модулем меншими одиниці. Власні числа матриці монодромії
називають мультиплікаторами. Оскільки згідно з (15.97), (15.98)

1
0 0 0 0( , ) ( ,0) ( ,0) ( ,0) ,T t t t T t −Σ + = Σ Σ Σ   (15.103)

то мультиплікатори не залежать від вибору початкового  моменту часу t0.
Більш простий випадок, коли ∂f1(x, t)/∂x = const. Тоді для асимптотичної

стійкості необхідно й достатньо, щоб yсі корені  характеристичного рівняння

1det( ( , ) / 1) 0f T t x∂ ∂ − λ =                                      (15.104)

мали від’ємну дійсну частину. Тут  λ = d/dt.
Отже, алґоритм розрахунку статичної стійкости залишається таким самим

як і розрахунку прискореного пошуку вимушениж періодичних станів на основі
побудови моделі чутливости до початкових умов лише з незначною добавкою,
яка полягає у неохідності запам’ятати на останньому часовому кроці значення
матриці монодромії Σ(T, 0). I, використовуючи стандартну підпроµраму комп’ю-
тера, знайти її мультиплікатори. Якщо модулі усіх мультиплікаторів менші за оди-
ницю, то періодичний стан асимптотично стійкий, а якщо виявитьси, що хоча би
один з них більший за  одиницю, то навпаки, – нестійкий.

Розглянутий у цьому розділі теоретичний матеріал дає змогу формувати
рівняння cтану електромаґнетних кіл на основі схожого математичного апарату,
будувати алґоритми розрахунку  перехідних й усталених процесів, алґоритми
визначення статичної стійкости знайдених розв’язків і врешті решт розраховувати
параметричну чутливість у перехідних й усталених станах. Таким чином, цей
матеріал уможливлює реалізувати задачу аналізу електромаґнетних кіл у цілому.

Висновок. У теорії математичного моделювання розрізняють дві основні
задачі – аналізу й синтезу. Перша значно простіша. Вона оперує готовим фізич-
ним об'єктом і пов'язана з одержанням максимальної інформації про цей об'єкт
у всеможливих його станах на підставі математичної моделі об'єкту, у переважній
більшості якою є його система диференціальних рівнянь. Другу задачу, синтезу,
умовно можна розглядати як обернену до першої. Ми маємо задані характе-
ристики об'єкта, але треба синтезувати сам об'єкт, який забезпечуватиме наяву
ці характеристики. Задача синтезу в найпростішій постановці зводиться до бага-
тократного розв'язання задачі аналізу з наступним перебором її розв'язків. Отже,
в обох випадках наперед висувається задача аналізу. Та, в свою чергу, ділиться
на чотири основні підзадачі:

– аналіз перехідних процесів;
– аналіз усталених процесів;
– визначення статичної стійкости;
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– розрахунок параметричної чутливости.
Донедавна розв'язання цих підзадач здійснювалося розрізненими методами,

які об'єднати в алґоритмічному сенсі було не тільки нездійсненно, але й немис-
лимо. То ж про єдиний алґоритм задачі аналізу навіть не можна було ставити пи-
тання. Так, задача аналізу перехідних процесів – це задача Коші для звичайних
диференціальних рівнянь; задача аналізу усталених процесів розв'язувалася в
позачасовій області методами гармонічного балансу, колокації тощо. Статична
стійкість визначалася на підставі алґебраїчних критеріїв. Параметричну чутли-
вість визначали в більшості випадків неуніверсальними методами. Зовсім нові
можливості відкриває математична теорія параметричної чутливости, побудо-
вана на неоднорідних диференціальних рівняннях першої варіації. Ця теорія
об'єднує розв'язання усіх чотирьох підзадач аналізу на основі схожого матема-
тичного апарата, скерованого в русло розв'язання двоточкової T-періодичної
крайової задачі для звичайних нелінійних диференціальних рівнянь.

15.7. Ферорезонанс
У нелінійних електромаґнетних колах, що містять конденсатори, можуть

виникати ферорезонансні явища. Відомо, що в такому разі ферорезонанс має
два стікі й один нестійкий усталені стани. Методи прискореного пошуку дають
можливість знаходити усі три. Як приклад використаємо трансформатор, що
живиться через кабель з ємністю С. Тоді в праві частини диференціальних рів-
нянь (15.60) - (15.62) треба ввести напругу конденсатора Cu . Його рівняння буде

1/ / .Cdu dt i C=                                               (15.105)

Колонка невідомих тоді розширюється 1( , , ) ,C tx i u= Φ а отже зросте кіль-
кість варіаційних рівнянь. Зупинимося на цій задачі детальніше.

На підставі виразів (15.45), (15.51) А-моделі двообмоткового (n = 2)  транс-
форматора і (15.105) формуємо такі очевидні матриці
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              (15.106)

Струм вторинної обмотки у виразах (15.106) відсутній як залежна змінна.
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Його знаходимо згідно з (15.44)

2 2 2 1( Ф ) / .i w i w′= ρ −                                      (15.107)

На підставі позначень (15.106) рівняння А-моделі двообмоткового (n = 2)
трансфрматора (15.50), (15.51) будуть

1 0/ ( ).Cdx dt B u ri u= − −                                   (15.108)

Тоді відповідне йому рівняння (15.65) стає таким

0/ ( ).Cdy dt u ri u= − −  (15.109)

Диференціюючи (15.109) за (0)x , одержимо рівняння (15.66)

/ ,dS dt r S Q= − Α − (15.110)

де S, Q – матриці чутливостей повних потокозчеплень і напруги конденсатора до
початкових умов

0/ (0); / (0).CS y x Q u x= ∂ ∂ = ∂ ∂ (15.111)

Матрицю Q згідно з (15.106) запишемо як

( ,0) .C tQ Q=                                           (15.112)

Рівняння першої варіації для Q знаходимо диференціюванням за
(0)x виразу (15.105)

1/ / ,CdQ dt S C= Α  (15.113)

Матриця монодромії Σ  (14.66) з урахуванням (15.108), (15.109), (15.111)
набирає вигляду
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                    (15.114)

Тут A1 , G – матриці коефіцієнтів рівняння стану (15.108), а матриці S, Q
знаходимо в результаті диференціювання за часом варіаційних рівнянь (15.110),
(15.113).
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На s-й ітерації формули (14.64) тепер інтеґруванню підлягає система
диференціальних рівнянь (15.105), (15.108), (15.110), (15.113).

На рис 15.5 зображенi розрахунковi кривi ферорезонансних станів  транс-
форматора. Початкове наближення 0(0)x визначає зону притягання того чи iн-
шого стану. Перший стiйкий отримано за чотири iтерацiї, нестiйкий – за сiм, а

другий стiйкий – за одну iтерацiю.
Вiдповiдно для кожного з цих станів власнi числа матрицi  Σ(Т, 0) мають такi

значення  λ 1 = 0,897, λ 2,3 = - 0,966 ± j0,004  (зліва, рис.15.5); λ 1 = - 0,906, λ 2 =
0,998, λ 3 = -1,032 (по середині, рис.15.5); λ 1 = 0,999, λ 2,3 = - 0,960 ± j0,115 (справа,

рис.15.5). Оскільки одне власне значення 3mod( ) 1λ > , то саме цей стан (середній)
і є нестійкий.

На кінець скажемо, що відповідальним етапом електротехнічних досліджень
є вибір того чи іншого чисельного методу. Оскільки це питання в кожному
конкретному випадку розв’язується індивідуально, то тут варто тісно співпра-
цювати з [3], де автор подав чисельні методи, орієнтовані саме на розв’язання
задач, висвітлених в останніх двох розділах цієї кнжки.

15.8. Польові рівняння струмо- й маґнетопроводу
У теорії елетричних і маґнетних кіл, аби уникнути трудомістких інтеґрувань

за просторовими координатами, вважається, що вектори електромаґнетного
поля  не залежать від цих координат. Завдяки чому інтеґральні вирази (2.4), (2.17),
(2.20), (2.22) вироджуються в алґебраїчні (4.11) - (4.14). Але на практиці таке до-
пущення часто неприйнятне. Тоді приходиться звертатися до рівнянь квазіста-
ціонарного електромаґнетного поля, які записуються стосовно векторів E, B, H
[6]

Рис. 15.5. Розрахункові криві основного потокозчеплення
(1), вторинного струму (2) і напруги конденсатора (3) у

ферорезонансних усталених станах трансформатора, двох
стійких і одному нестійкому
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1 1/ ( ); ; . ,dt ′∂ = − × × = ν = ×
′ ′γ γ

B H H B E H∇ ∇ ∇∇ ∇ ∇∇ ∇ ∇∇ ∇ ∇                  (15.115)

 або вектор-потенціалу A [6]

1 ; ; ; / ,t
t

∂ ′ ′= − ×ν × = ∇× = ν = −∂ ∂
′∂ γ

A A B A H B E A∇ ∇∇ ∇∇ ∇∇ ∇          (15.116)

де ∇ – оператор Гамільтона. У реальних задачах ці рівняння значно спрощуються
і набирають дуже часто простого вигляду, особливо після просторової дискре-
тизації.

У результаті інтеґрування (15.115), або (15.116) ми знаходимо функції
( , , , ), ( , , , ); ( , , , )x y z t x y z t x y z t= = =E E H H B B , відтак згідно з (2.4), (2.13), (2.17),

(2.20), (2.22) – шукані інтеґральні величини u, i, V, Ф. Причому, тут, як і в теорії
кіл, задача розвэязується при заданих струму чи маґнетному потоку, тоді на
підставі (2.4), (2.20) знаходяться відповідні напруги, або – при заданих напругах,
електричній і маґнетній, тоді на підставі (2.17), (2.22) знаходяться струм і
маґнетний потік. Задані величини у такому разі попадають у крайові умови для
рівнянь поля (15.115), (15.116) і є визначальними в розв’язках цих рівнянь.

У [6] показано, що у випадку електричного проводу траєкторія інтеґру-
вання повинна пролягати по поверхні проводу на всю його довжину вздовж нит-
ки, що ділить маґнетний потік на зовнішній і внутрішній. До внутрішнього на-
лежать ті лінії маґнетної індукції, які повністю пролягають у проводі, або
частково перетинають його тіло. До зовнішнього – ті, що цілком пролягають поза
його тілом.У випадку маґнетного проводу ця траєкторія може пролягати по
поверхні проводу на всю його довжину як завгодно.

Приведений тут матеріал має чисто інформативний характер. Його призна-
чення – показати горизонт наукових доробків теоретичної електротехніки в цій
цікавій області досліджень.
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